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Vorwort zur ersten Auflage. 

An vorzüglichen grôBeren Werken über darstellende 
Geometrie mit versoMedenen Zielen ist kein Mangel; da- 
gegen dürfte ein etwas kleineres Werk, welches zwei Bande 
der jjSammlung Schubert*" umfaBt, nicht unwillkommen sein. 
Ich bin daher der Aufforderung, ein seiches Buch zu schreiben, 
gerne nachgekommen, Mein sehr geschâtzter Kollege Professer 
Dr. E. Müller hat nâmlich die an ihn ergangene Aufforderung 
auf mich übertragen. weil er schon früher eiuen Vertrag für 
sein groBeres Werk abgeschlossen hatte. Als Grundlage be- 
nützte ich die von mir seit dem, Jahre 1899 an der Technischen 
Hochschule in Wi^n gehaltenen Vorlesungeu. Es ist daher 
selbstrerstàndlich [den Leitsàtzen der „Sammlung Schubert^ 
entsprechend] auch den Anforderungen der technischen Kreise 
Kechnung getragen worden, indem an den geeigneten Stellen 
auf die Abhildung technischer Korper eingegangen wurde. 
Manches andere von dem JnhaJte des Bûches ist wieder mehr 
*fur dieLeser der mathematisohen Ereise bestimmt. Derl.Band 
heschrânktsich einerseits auf dieOrthogonalprojektion(Grund; 
riB, AufriB, KreuzriB und orthogonale Axonomeferie) und ander- 
seits auf die elementaren Elâchen (Ebene, Kugel, Zylinder, 
Kegel) mit ihren SchnittHnien und Beleuchtungsverhaltnissen. 
Eur die „abwickelhaTen Elâchen (Torsen)“ wurden rioch ein- 
hezogen, weil siesich an den Abwicklungsvorgang fürZyliuder 
und Kegel gut anschlieBen lassen und weil sie mit den Eaum- 
kurven, welche als SchnittHnien zweier Elâchen im allgemeinen 
auftreten, stets in Verhindung stehen. Einer Begründung be- 
darf yielleicht, daB^die Antipolaritât in bezug auf ein e Ellipse 
aufgenommen wurde. Es gescbah dies, weil diese Verwandt- 
sohaft in der graphischen Statik von Wiohtigkeit ist und weil 
sie sich an der hetreffenden Stelle so begiiera einfügen lieB. 
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VorworÉ. 


Bei der Behandluug des Stoffes wurde vou der Reinheit 
der Méthode abgesehen; die verschiedenen Zweige der Géo- 
métrie wurden nach Bedarf herangezogeo. Die Haiiptsache 
bildet die konstruktiye Durchführung der vorkommenden Aiif- 
gabeii. Es wurde daher aucb die grôBte Sorgfalt auf die Her- 
stellung der Eiguren rerwendet. Eiue gute Eigur soll das, was 
sie klarzumacheu bat, mdglicbst deutlicb zeigen; es müssen 
deshalb Zufalligkeiten ferngehalten werden und das Wesent- 
licbe mufi gegenüber demMinderwichtigen hervorgeboben seiu. 
Auf Einfachbeit und Geuauigkeit der Koustruktioneu wurde 
gelegeutlicb bingewiesen, obne daB auf geometrographiscbe 
Zâhlweisen naber eiugegangen worden wàre. fiinsichtlicb der 
Bezeichnung habe icb micb seit 25 Jahren an den in deutscben 
Scbriften geometriscben Inbaltes meistverbreiteten Gebraucb 
gehalten. Ubungsaufgaben sind in groBer Zabi eingefügt*). 

Ein Anbang zum IL Bande wird Andeutungen über die 
Ldsung von scbwierigeren der vorkommenden Aufgaben ent- 
balten. Ein weiterer Anbang wird Bémerkungen über Ge- 
schicbte und Literatur bringen — erst am Scblusse, weil ’für 
solobe nur Interesse vorhanden ist, wenn der Leser mit dein 
Gègenstande bereits vertraut ist, wie Herr Loria in seinem 
Bûche zutreflend sagt. 

Es obliegt mir noch, meinen getreuen Kelfern zu dankeu, 
namlicb den flerren Dr. A.Lackner, Dr. K. M ay e r , E. M e n z 1 
und K. Nemetz. Sie besorgten die Übertragung der Eiguren 
auf Karton und die Bebandlung mit Tuscbe stets genau nach 
meinen Angaben; überdies waren sie beim Lesen derKorrek- 
turen bebilflicb. Aber aucb der Verlagsfirma muB icb bestens 
danken, daB sie allen meinen Wünschen bezûglich der Aus- 
atattung des Bûches nacbgekommen ist. 


Wien, im Mai 1912. 


Th. Schmid. 


*) AuBerdem sei alsîUbungstofE empfohlen: 

„Maschinenbatiliche Beispiele für Konstruktionsübungen zur dar- 
stellenden Greometrie", herausgegében von Th. Se]imid. G. J, Goschen 
Leipzig 1911. ' ’ 

„Technische Ubungsaufgaben für darstellende Geometrie“, heraus- 
gegeben von Dr.E.Müller. ôHefte. JT.Deutioke, Leipzig undWienl910. 


Vorwort zur dritten Auflage. 

Für diese ciritte Auflage des I. Bandes wurdeii auBer zahl- 
reicheii kleinen Anderungen noch Brgânzungen bei § 20,3, 
§ 21 , 1 , § 24,1, § 28,3, § 35,1 vorgenommen. Audi einige 
Aufgaben wurden eingeschaltet. Die bei der zweiten Auflage 
eingefügten „geschiditlidien und literansdien Beinerkungen“ 
wurden um 7 vennehrt; hervorzuheben wâren etwa die Be- 
raerkungen 2, 5, 12, 15, 23, 26, 31, 33. 

Das Auszieben der zwei neueu Figiiren besorgte wieder 
Herr Ing. F. Kopatscbek. Beim Lesen der Korrekturen 
wirkte mein Assistent Herr W. Domaschko mit Beiden 
danke icb hiermit bestens. 


Th. Schmid. 


W ien, im Mai 1922. 
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Einleitung. 

1. Die erste Hauptaufgabe der darstellenden 
Geometrie ist die zeichn erische Wiedergabe — Ab- 
biid.UDg — der Raumgebilde auf einer Ebeue*). 

Es kann sich daum die Abbildung vorbandener Korper 
auf Grund einer messeuden Aufnabme oder um die Abbildung 
bloB gedachter Korper auf Grund einer geistigen Überleguug 
bandeln. Das bergestellte Bild soll anscbauiiob sein, d, b. 
man soll das Raumgebilde durch bloBes Anschauen der 
Zeicbnung erkenuen konnen. üm diese Eorderiiug zu er- 
füllen, muB die Abbildung wenigstens in gewissem Sinne dem 
Sebvorgange entspreohen. Die Verbindungsgerade eines 
Punktes P piit dem Sehpunkte (Auge) D heiBt Seh- 
s trahi; Der Scbnittpunkt Pc des Sebstrahles mit der Bild- 
ebene (Projektionsebeue) ^ heiBt Bild oder Projektion 
des Punktes**). Die Sehstrahlen, welche durch die Punkte 
einer Geraden g gehen, bilden ein Strablbüschel auf derVer- 
bindungsebene des Sehpunktes mit der Geraden. Die Schnitt- 
gerade gc dieser pro jizierendeu Ebene mit der Bildebone 
heiBt Bild oder Projektion der Geraden. 8ie enthalt die 
Projektion eines jeden Punktes der Geraden. Die Sohnitt- 
gerade e einer Ebene e mit der Bildebene ^ heiBt die Spur 
der Ebene. Der Scbnittpunkt G einer Geraden g mit der 
Bildebene /5 heiBt die Spur der Geraden. Die Projektion 
eines Sebstrahles ist eine unbestimmte.Gerade durch die 
Spur des Selistrahles. Aile Punkte des Sebstrahles mit Aus- 
nahme von D selbst haben aber ihre Projektion in der Spur 
des Sebstrahles. Je nachdem man einen eigentlichen oder 
uneigentlichen (unendlich fernen) Punkt als Sehpunkt 

*) Zurückfüàrung der dreidimensionalen Gebüde auf die zwei- 
diniensionale Ebene,. 

**) Die Projektion 'des Sehpunktes selbst ist unbe stimmt. 
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Einleitung-. 


Yoraussetzt. unterscheidet man Zentralprojektioii'^'j imd 
Parallelproj ektion. Sind die Sehstrahlen iusbesondere 
zur Bildebene uorraal, so beiBt die Abbildung eiiie Ortlio- 
gonalprojektion oder ein NormalriB, 

Zur Erhohung der Anschaulichkeit wird bei der Abbildung 
von Korpem auch auf die'W’iedergabe der B e leu dit un gs- 
verhâltnisse und der Farbenwirkung Bedacht ge- 
nomnien. Die Herstellung von Bildern mit einem hohen 
Grade von Anschauliobkeit ist eine Kunst — die Malerei 
und die darstellende Geometrie kann als ilire geometrische 
Grundlage aufgefafit werden. 

Die Abbildung soll ferner eindeutig sein, d. h. man soll 
das Eaumgebilde nach derZeiclinuug auffinclen, auf b au en 
kcinnen. Eine einzige Projektion ist zn diesem Zwecke nicht 
ausreichend. Durch die Projektion Pc ist ja die Lage des 
Punktes P auf dem Sebstrahle nooh nicht bestimmt. Es wird 
zumeist nooh eine zweite Projektion (Hilfsproj ektion) be- 
nützt, wodurch dauu das Raumgebilde eindeutig bestimmt ist. 
In dieser Hinsîoht wird die darstellende Geometrie zum 
unentbehrliohen Terstândigungsmittel der Technik, um 
bestehende oder neu erdachte Korperformen (Gebaiide, 
Màschinen) zur allgemeinen Kenntnis zu bringeu. 

3. Die zweite Hauptaufgabe der darstellenden 
Geometrie ist die Bntersuchung der gegenseitigeu 
Beziehungen der Raumgebilde in der Zeichnung. 

Da man nâmlich im Raume nicht konstruieren kann, das 
Zeichnen auf die Ebene bes'chrankt ist, so ist die darstellende 
Geometrie eine Théorie der geometrischen Konstruk- 
tionen für râumliche Gebilde, also ein wesentlicher 
Bestandteil der Raumgeometrie. Diese Konstruktionen 
werden um so einfaoher, je einfacher der Zusammenhang 
zwischen Raumgebilde und Zeichnung ist. Die Forderung 
nach Einfachheit der Konstruktionen steht aber mit jener 
nach Anschaulichkeit im Widerspruohe. Das einfachste Pro- 
jektionsverfahren liefert am wenigsten anschauliohe Bilder. 
Die Projektion s art ist also dem jeweiligen Zwecke ent- 
sprechend zu wahlen (Monge®). 

D Die einfache Lochkammer ist ein optisches Instrument, 
welches unmittelbar eine soleke Abbildung liefert. 


I. Absclinitt. 


Raumelemente, ebcne Figuren und eckige 

Korper. 

§ 1. Beziehimg- eines Kôrpers uuf ein rechtwinkliges 
Achsensystem. 

1. Ein Korper, welcber abgebildet werden soll, wird ge- 
wdbnlicb auf ein reobtwinkliges Acbsensystem bezogen, 
so daB die Acbsen zu den — Breite, 

Lange, Hdbe — des Kôrpers I -i'- i. Der Scbuitt- 

pnnkt O der drei Acbsen beifit der Ursprung des Acbsen- 
systems. Die acbt Teile, in welcbe der Rauin durcb die drei 
Acbsenebeneu zerlegt wird, beiBen Oktanten. Für eine 
Person, welcbe auf der ^zz-Ebene stebt und die ^ 0 -Ebene 
binter sicb bat, sollen die positiven Strableu der æ-, y-, 
^'-Acbse beziehungsweise nacb voru, nacb links, nacb oben 
gericbtet sein. Befindet sicb daun die Person in dem von 
den drei positiven Strahlen gebildeten Oktanten, so gebt der 
positive Strahl der 9?-Achse durcb eine positive Drebung 
(entgegengesetzt dem Bewegungsinne des TJbrzeigers) in den 
positiven Strabl der z/- Acbse, dieser durcb eine gleicbe Drebung 
in den positiven Strabl der 0 -Acbse und dieser in gleicber 
Weise wieder in den positiven Strabl der aj-Acbse über. 
Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Haud 
jener Person kônnen in die Lage der positiven Strablen der 
X-, y-, ^'-Acbse gebracbt werden. Dieses Acbsensystem, vt^elobes 
in derPolge gewôbnlicb vorausgesetzt werden soll, heiBt daher 
das positive oder recbtshândige Acbsensystem, G-ebt 
der positive Strabl der z/-Acbse nacb der entgegengesetzteu 
Seite', so geben die positiven Strahlen der Acbsen durcb 
négative Drebung in bezug auf die Pérson, welcbe sicb im 
Oktanten der drei positiven Biobtungen befindet, ineinander 
über und konnen durch'die Mnger der linken Hand jener 
Person gezeigt werden. Dieses négative oder Ij.nkshandige 
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T. RaumeleEiente, ebene Figuren uiid eckige Korper. 


A chsensj'stem*) kaim mit clem vorigen niclit zur Deckung 
gebracht werden. 

Siicht man die Ortbogoualprojektioneii des Korpers 
auf den drei Ebenen des Acbsensystemes, so erbâlt man auf 
der 5';;^-Ebene durch Sehstrahlen TOn der Richtung der 
g'-Achse den GrrundriB, auf der î/^-Ebene durch Seh- 
strahlen von der Richtung der «-Achse den AufriB und 
auf der zx- Ebene durch Sehstrahlen von der Eichtung der 
y-Acbse den KreuzriB des Korpers. 

2. Punktund Ebene. 

■ Jeder Puukt P kaiin als Jede Ebene e ergibt 
Bckpunkt eines rechtwink- durch den Schnitt mit den 
ligen Parallelepipedes be- Ebenen a, /5, y des Achsen- 
tracbtet werden , welches Systems drei S p u r e n gj , e,, gg. 
den ürspriing O des Ach- Die drei Strecken OX, O F, 
sensystemes als gegenüber- OK, welche durch die Schnitt- 
liegenden Eckpunkt besitzt. punkte der Ebene mit den 
Die drei Kanten OX. OY, Achsen begrenzt werden, 
OZ des Parallelepipedes konnen auch zur Angabe 
oder" ihre MaBzahlen x, y. z der Ebene benützt werden.® 
heiBen die Koordinateii 
des Punktes P; sie konnen 
zur Angabe des Punktes P' 
dienen. Die drei anderen Eck- 
punkte des Parallelepipedes 
sind die Projektionen 
(Risse) P', P", P"' des 
Punktes P (Lacroix^). 

Der Abstand eines Punktes von der Grund,- 
ebeue ist dera Abstande seines Aufrisses von der 
î/-Acbse, dem Abstande seines Kreuzrisses von der 
iC-Achse, sowie der Koordinate z gleich. 

Ein Punkt, welcher auf der Grundebene liegt, 
ist zugleich sein GrundriB; sein AufriB liegt auf 
der 2/-Achse; sein KreuzriB liegt auf der iu-Achse. 

Zur tibung; Es ist das Entsprechende für die AufriB- und 
EreuzriBebene auzugeben. 

, *) Statt „rechtshândiges und linkshandiges Achseusystem“ ist auch 

: ,i; „englisches und franzosisches Achsensystem“ gebràuchlich. 


§ 1. Beziehung eines ICorpers aof ein reektwink]. Achseusystein. 13 

3. Man denkt sich nun die Grundebene um die î/-Achse 
und die KreuzriBebene um die ^-Achse so lange gedreht, bis 
sie mit der AufriBebene zusammenfallen. Man nennt daher 
die Achsen y und g Bildacbsen. Durcb diese Umlegung 
der Grundebene und ,der KreuzriBebene auf die 
AufriBebene wird die Übertragung auf eine einzige 
Ebene erreicht. Statt der Umlegung der Grundebene kann 
aucb eine Projektion des Grundrisses auf die AufriBebene 
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benützt werden, bei welcher die Sehstuablen d unter nach 
abwârts geueigt sind (und analog fifr den KreuzriB). Die 
Figuren 1 und 2 zeigen die Abbildung 

i x=l (x—l 

y = 1,2 und eiiier Ebene e < y =1,5 . 
2 ; ==1,5 l 2'= 1,8 

Zur Übung: 1. Es sind Punkte mit gegebenen Jtoordinaten 
03, y, Z abzubilden, wobei die ZaWen auch negativ gewahlt werden 
môgen. 

2. Es sind Punkte abzubilden, welohe die Abstande a, b, c von 
den Achsen x, y, z haben, z. B. «=3, 6 = 2,7, c = 2,9. 

3. Es sind Ebenen abzubilden, welche zu eiüér der drei Bbenen 
des Achsensystemes normal, bzw. parallel sind, 

4. Die Seiten a, h, c des Spurendreieokes XYZ einer Ebene 
sind gegeben; man soll daraus die Lage der Ebene finden. 
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§ 2. Punkt und Gerade im Zweibildersysteme; 
ihre Inzidenz. 

1. Zwei von deu drei erwâhnteii Abbilduugen sied zur 
vollstândigen Bestiminuug des Raumelementes notwendig nnd 
Innreichend; die dritte Abbildung kann dann gefunden werdeo. 
Es ist daher zumeist nur ein Zweibilder System im Ge- 
brauclie, nâmlich j,Grund- und Aufri6“ oder ,jAnfriB 
iiüd KrenzriB” In der Eolge soll also gewôhnlich ein 
solcbes Zweibildersystem benützt werden. Dabei ist noch 
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A-uirip und 
ne^at. Grundrip, 



ein ümstand beaobtenswert. Bei der Herstellung des Grand- 
risses kann man sicb nâmlich das Auge in der positiven 
Richtung der s'-Achse denken, so daB die Sehstrahlen 
von O b en naoh abwârts gehen. _ Man erhâlt dann einen 
positiven GrundriB oder eine Übersioht. Für diesen 
Eall wird der vordere Teil der Grundebeue na,ch‘ 
abwârts umgelegt. Denkt man sich dagegen das Auge 
in der negativen Eichtung der ^-Achse, so daJB die Seh- 
strahlen von unten nach aufwârts gehen (was für die 
Abbildung von Ebrpern, welche man gewbhnlioh von unteh 
sieht, passend ist), so erhâlt man einen negativen Grund- 
riB oder eine Un tersicht. In diesem Ealle ist, der jetzigen 
Lage des Auges entsprechend, der vordere Teil der Grund- 



§ 2. Punkt und Gerade im Zweibildersysteme ; ihre Inzidenz. 15 

ebene iiach aiifwârts umzulegen *). Die Figuren 3, 4 zeigeu 
die Sehstrahlen v und o, bzw, u. 

Ebenso kann mao sich das Auge bei Herstellung des 
Xreuzrisses in der positiven Riobtuog der ^-Acbse denkeo, 
so dab die Sehstrahlen von rechts oach links gehen. Man 
èrhâlt dadurch einen positiven Kreuzrifi oder eine An- 
sicht von rechts. Der vordere Teil der KreuzriBebene ist 
da nach links umzulegen. Im andern Ealle erhalt man einen 
negativeu KreuzriB oder eine Ansicht von links und 
der vordere Teil der KreuzriBebene ist nun nach rechts 



Fig. 5. Fig. 6. 


Die Figuren 5, 6 zeigen die Sehstrahlen v und r, bzw. l. 

Für die erwâhnten Zweibildersysteme gilt nun : 

1. Jeder PunktP des Raumes ist durch ein Punkte- 
paar (P', P" oder F", P'") abgebildet, welches auf einer zur 
Biidachse (y oder z) norraalen Geradeu liegt. Diese (seuk- 
rechte oder wagrechte) Gerade heiBt Ordner**); die beideu 
Bilder nenntmau zugeordnete Normalrisse (E. Müller®). 
Der zur s'-Achse parallèle Ordner bedeutet zugleich den 
AufriB o" des von oben kommendep Sehstrahles (oder den 

*) Es soU, nâmlich die Gruadebene aach. nach der tJmlegung jene 
Seite dem in der positiven Eichtung der æ-Achse befindlichen Auge 
zukehren, welche sie im Raume dem iu der positiven oder negativeu 
Biichtung der £?-Aohse gedachten Auge zuwendet. 

**) Dabei ist zu bêaohten, daB der Punkt Q, für welchen Q' = î>/f 
und Q" == P' ist, vom Punkte P verschieden ist. 
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AufriB w” des von unten komnienden Sehstrahles) und den 
GnindriB y' des von vorn kommenden Sehstrahles. 

2. Jede Gerade^ desHaumes ist durch ein Geraden- 
paar (g', g" oder g'") abgebildet, welches an keine Be- 
dingimg geknüpft ist*). 

2. InzidenzvonPnnktundGerade; diePunktreibe. 

a) Zieht man irgendeinen Ordner (Pig. 7 und 8), so sind 
seine Sclinittpunkte mit g' und g" die Projektioneh P' und P" 
eines Punktes P, welcher auf der Geraden g liegt; denn „bei 
Inzidenz von Punkt und Gerade müsseu die gleichartigen 
Projektionen inzident sein“. 



Die Ordner bilden ein Parallelstrahlbusohel. Daraus folgt: 
„Grund- und AufriB einer Punktreihe sind perspektiv âhn- 
liche Punktreihen.“ 

P) Die Projektionen des uneigentliohen Punktes U 
der Geraden sind die uneigentliohen Punkte 77' und U” der 
Projektionen p' und g" der Geraden; dabei ist der Ordner die 
uneigentliche Gerade der Zeiohenebene. 

y) Der Schnittpunkt von g" mit y ist der AufriB Gf' der 
Grundspur und der Schnittpunkt von p' mit y ist der 


*) In der Zeichenebene gibt es oo» Pnnktepaare, welche anf je 
einem Ordner liegen nnd cxj* Geradenpaare, welche keiner Bedingung 
za genügen haben (nâmlich zu jeder Geraden kann man die oo^ Ge- 
raden der Ebene hinznnehmen, und weil die erste Gerade selbst 
M^Lagen annehmen kann, gibt es oo^ Paare). Es entspricht das dem 
ümstande, daJB der Baum oo^ Punkte und oo* Geraden enthâlt. 



§2. Punkt und Gerade im Zweibildersysteme; ihre Inzidenz. 17 

Grundrifî Oî der Aufrifispur Gg der Geraden (§ 1,2). Im 
Zweispiirensysteme wird die Gerade durch die b eide n 
Spuren 0^ (oder Gg) angegeben, also durch ein 
Punktepaar, weJohes keine Bedingung zu erfüllen hat Durch 
die Bunkte G^ uad Gg wird die Gerade in drei Teile zerlegt, 
die in drei Ton den vier Quadranten liegen, welche durch die 
beiden Projektionsebenen gebildet werden., In der Zeichnung 
wird jener Teil von g”, der die Projektion des sichtbaren,, 
also vor der AufriBebene liegenden Teiles von g bildet, 
voll ausgezogen, die Projektion des unsiohtbaren Teiles 
nur gestrichelt ausgezogen. Liegt der sichtbare Teil 
nicht ganz über der Grundebene (Fig. 7), so mag der untere 
Teil feiner ausgezogen sein. Im Grundrisse g' wird ebeu- 
falls der sichtbare Teil der Geradon g vom unsiohtbaren unter- 
schieden. Dabei ist aber zu beachten, ob Übersicht (Fig. 7) 
vorausgesetzt ist, wo der über der Grundebene liegende 
Teil sichtbar ist, oder Untersicht (Fig. 8), wo der unter 
der Grundebene liegende Teil sichtbar ist. 

d) Im Sohnittpunkte von g' und g" sind Grund- und Aiil;- 
rifî eines Punktes K der Geraden g vereinigt. Aile Punkte, 
fur welche sioh Grund- und AufriB decken, liegen auf einer 
Ebene, welche durch die Bildachse y geht und bei Übersich 
unter nj^ nach rückwarts (bei Untersicht uaoh vorne) ansteigt, 
Sie heiBt Koinzidenzebene. Der Punkt K ist also der 
Schnittpuukt der Geraden g mit der Koiiizidenzebene. 

e) Verbindet man in der Zeichnung die Punkte G^ und Gg, 
so^sohneidet diese Verbindungsgerade die Bildachse y in 
einem Punkte, durch welchen ein Ordner geht, auf dem die 
Projektionen L' und L" eines Punktes L symmetrisoh zur 
Bildachse liegen (Fig. 7 und ,8). Aile Punkte, für welche 
Grund- und AufiâB symmetrisoh zur Bildachse y liegen, be- 
findeu sich auf einer Ebene, welche durch die Bildachse 
geht und bei Ühersicht unter nach vorne (bei Untersicht 
nach rückwarts) ansteigt. Sie ' heiBt Symmetrieebene. 
Der Punkt L ist der Schnittpunkt der Geraden g mit der 
Symmetrieebene. 

Aus der Figur 7 oder 8 ist unmittelbar folgende Beziehung 
zu erseheh: 

G^_Gl'K'' _ GiGI_ GiU G,L' G^L" 

GiK' Q^K" GLG, G.Y^mn G^ÎJ~' 

s ch mi d, Dàrstellende Q-eometrie I. 


2 
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Die Punkte K', L' {K'\ L") teilen die Strecke 

auBeu und innen im gleichenVerhâltnisse; die beiden Punkte- 

paare liegen barmonisch. Es ist dann auoh daa Teilverhâltüis 

G,K G,L 

G^K^ G,L' 

Die Spuren G^, G^ einer Geraden g und die Schnitt- 
piinkte X, L mit der Koinzidenz- und Symmetrieebene liegen 
barmonisch. 

3. Sind die Spuren (x, , G„ einer Geraden g gefunden oder 
von vornherein gegeben, so kann man sofort „durcb die 
Gerade g eine Ebene e legeu“. Weun eine Gerade g auf einer 
Ebene e liegen soll, so müssen uamlicb die Spuren G^, G^ 
der Geraden auf den gleichartigen Spuren e.^ der Ebene 
liegen. Man bat also die Spuren der Ebene so zu wahlen, 
daB einerseits dureb G^, durch G^ gebt und anderseits 
so, daB sicb in einem Punkte Y der Bildachse y 

scbneiden. 

Sind zwei Ebenen durch ibre Spuren gegeben, so erhâlt 
man als Spuren ibrer Scbnittgeradeu die Scbuittpunkte 
der gleichartigen Spuren der Ebenen. 

Zut Übung: Es sind Geraden abzubilden (et-wa dnrcb die Spuren 
Gj und G2 anzunehmen), welebe je einen andern der vier Quadranten 
nicht duxehsetzen, und es ist die Lage eines Punktes zu verfolgen, 
welcher eine solche Gerade durchlâuft. 


§ 3. Verschîeben und Weglasseu der Bildachse. ^ 

1. Ein Punkt P und eine Gerade g seien im Grand-, 
Auf- und Kreuzris se gegeben (Eig. 9). Denkt man sicb nun 
die Bildachse 2 / um eine Strêcke a nacb aufwârts in 
die Lage ya yerschoben, so entspricbt dem ein Hében 
der Grundebene um die Strecke a und bei Übersicht 
ein Verschieben der AufriBebene nacb riickwârts um 
dieselbe Strecke a (bei Untersicbt nacb vorne). Die 
Koinzidenzebene andert dabei ibre Lage nicht. Im Kreuz- 
risse von recbts bat die Koinzidenzebene y. eine Spur Zcg, 
welche durch den Ursprung O unter nacb recbts aufwârts 
gebt (bei negativem Kreuzrisse nacb links aufwârts). Jeder 
Punkt K der Koinzidenzebene bat seinen KreuzriB auf dieser 
Spur. Der Scbnittpunkt der Horizontalen durch P' und der 
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Vertikalen durch F'" liegt (wie ans der Fig. 9 zu ersehen ist) 
auch immer auf Die Punkte F'^ F”, F'" bildeii also 
immer- drei JEokpunkte eines Rechteokes, dessen vierter JEck- 
punkt auf \ liegt. Im umgelegten Kreuzrisse gehen die x- 
und ^'-Aclise in die Lagen Xa und Za über. In der Zeichnung 
kommt also der Punkt O in die Lage 0^. Die KreuzriB- 
ebené rückt um dieselbe Strecke a naoh rechts weiter (bei 
negativem Kreuzrisse nach links), wâhrend die Koinzidenz- 
ebene für Aufrifi und KreazriB wieder ungeàndert bleibt. 



Fig. !). . Fig. 10. 


Der Ursprung 0 des Achsensystemes rückt im Baume auf* 
der Diagonalen m des Würfels mit der Kante a weiter, für 
welcbe m' = m" = m"'- ist. 

Zur Übung: Es ist ein B,echteck mit einer vertikalen Seite 
P' P" und einer borizontalen Seite P” P'" gegeben. Wo kann der 
Ursprung 0 im Raume, bzw. in der Abbildung liegen, fe nachdem 
GrundriB und. KreuzriB positiv oder negativ vorausgesetzt werden? 

2. Handelt es sich zunâchst bloB darum, auf die Ge- 
rade g{g'^ g") einen Punkt T{T', T") zu legen, so ist diese 
Aufgabe von der Verschiebiing der Bildachse y gmz un- 
abhangig und kann auch ausgeführt werden, wenn gar keine 
Bildachse angenommen ist. Man hat eben nur (Fig. 10) 
einen Ordner parallel zu F' F" zu ziehen und èrhâlt die Prb- ' 
jektionen T, T” eines Punktes P, der auf g liegt,j in den 
Schnittpunkten des Ordners mit g' und g". 

La.Btman dieBildachse^des Z weibilcter systèmes 
ganz weg, so ist keine bestimmte horizontale Bbeue 

2 * 
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aïs Grundebene und keine bestimmte frontale Ebene 
als AufriBebene rorausgesetzt*). Die Koinzidenz- 
ebene bat aber schon eine bestimmte Lage- gegen das 
Raiimgebilde [P g]. Sie trifft (Eig. 9) den von oben kommenden 
'Sebstralii dos Punktes P in einem Puiikte Q, welcber um 
P' P” tiefer liegt als P. und den von vorne kommenden Seh- 
strahl des Punktes P in einem Punkte R, der bei Übersicht 
um P' P” weiter rückwàrts (bei Untersicbt weiter vorne) liegt 
aïs P. Sie trifft die Gerade g im Punkte K, für welchen 
K’ = K'' ist. Man kann übrigens auch die beiden Bilder in 
der Richtung der Ordner auseinanderrücken, obne den Zu- 
sammenhang zu stôren. 

Es wird sich zeigen, daB eine ganze Reibe von Aufgaben 
obne Bildachse ausgefübrt werden kann, wâhrend andere Auf- 
gaben obne Bildachse nicbt lôsbar sind, wohl aber bei ge- 
eigneter Wabl der Bildacbse eine vereinfachte Losuug zü- 
lassen. Tatsâoblich findet mao in technischen Zeich!- 
nungen zumeist keine Bildacbse. • 

§. 4. Zwei Pnnkte, ihreVerbindungsgerade und die Strecké. 

l.'Zwei Punkte P, Q seien durch ibre Projektionen P', P^' 
und Q'. Q” gegeben. 

„Zwei Punkte bestimmen eine Verbindungsgerad e."' 
..Die Projektionen der Verbindungsgeraden zweier Punkte 
sind die Verbindungsgeraden der gleicbartigeu Projektionen 
der Punkte.‘'‘ 

Es ist also P' Q' = g' der GrundriB und P" Q" = g” der 
AufriB def Verbindungsgeraden PQ^g. Die Pro- 
jektionen der Verbindungsgeraden g zweier Punkte P, Q und 
der von diesen Punkten begreuzten Strecke s konnen also 
obne Bildachse gefunden werden, 

Besondere Eâlle: "Wenn der AufriB P” Q" der Ver- 
biudungsgeradeu eine horizontale Gerade h” ist, so ist die 
Verbindungsgerade h selbst zur Grundebene parallel — 
horizontal; wenn der GrundriB P' Q' der Verbîudungs- 
geraden eine horizontale Gerade f ist, so ist die Ver- 
bindungsgerade f selbst zur AufriBebene parallel — ^ 
frontal (Fig. 11). , . 

*) Das râumlîché Achsensystein ist nur bis auf gewisse Parallêl- 
versahiebungen bestimmt. 
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Wenn die Punkte 'P' und Q’ zusammenfallen, also der^ 
GrundriB der Yerbindungsgeraden unbestimmt ist*), dann 
ist die Gerade zur Grundebene normal. Bei Vereinigung 
Ton P" und Q" ist die Verbindungsgerade zur AufriBe'bene 
normal. 

2, Pür Strecken, welche auf derselbeu Geraden 
liegen^ kônnen die einfacben Operationen (addieren, 
vervielfacben, teilen nach einem gegebeuen Verhâltnisse) uii- 
mittelbar im Grund- und Auf risse ausgeführt werden, 
uiid zwar ebenfalls obne Bildacbse. 



Fig. 11. F]g. 1 -'. 


Betracbtet man die Strecke FQ als Vektor (Abbild einor 
Kraft), welcber den Anfangspunkt (Àngriffspunkt) P und die 
Bicbtung von P nach Q bat, so kann fiir Vektoren, welcbe auf 
derselben Geraden liegen. das Zusammensetzen und Zerlegen 
im Grund- und Aufrissô vorgenommen werden. 

3. Die Orthogonalprojektion einer Strecke, welcbe zur 
Projektionsebene paraJlel ist, ist eine gleiobe Strecke. JFür 
eine horizontale Gerade h ist der GrundriB s' einer 
Strecke, für eine frontale Gerade fist der AufriB s" einer 
Strecke der wabren GrôBe s dieser Strecke gleieb. 
Insbesondere ersebeinen die Strecken, welche zur a^-Achse 

*) Wâhlt man eine > beliebige Gerade dnrch als GrundriB, so 
wird die Zuordnung der beiden Panktrejhen eine ausgeartefce, weU 
allen Pnnkten von n" der Punkt P' entsprieht und nu'r dem uneigent- 
Ijcnen Punkte von n" aile Punkte von n' entspreohen. 
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■f^-Achse) parallel sind, îm Grun drisse (Aufrisse) in wahrer 
GroBe. In diesen besonderen JPâllen ist die wahre GroBe 
derStreckePQunmittelbar auch ohne Bildachse bekannt. 

Bei allgemeiner Annahme (Fig. 12)'kann die wahre 
,GroBe der Strecke PQ = s durch Zurückführung auf die 
Vorerwahnten besonderen Fâlle gefunden werden. Die Zurück- 
führuug ist aber obne Bildachse nicht ausführbar. Wir wâhl en 
also eine Bildachse y etwa durch P", so daB die Grund- 
ebene durch den Punkt P geht. Der Sehstrahl des Puuktes Q 
schneidet diese Grundebene in einem Punkte P. Die Strecke 
PQist dann die Hypoténuse des rechtwinkligen DreiecksPQP, 

wobei die Kathete PP eine 
horizontale Strecke und die 
Kathete QR zuf ^r-Achse 
parallel ist. Es ist also 

FB = s' 

und 

Trâgt man nun s' von B" 
ans auf der Geraden y bis P^ 
auf, so ist die Hypoténuse 
Q"P'^^s^ der wahren GroBe 
der Strecke s gleich. Man 
kann dies auch so auffassen, 
daB das Dreieck PQB um die 
Seite QB so lange gedreht 
wird, bis es zur AufriBebene parallel wird^ Es ergibt sich 
dabei auch die wahre GroBe des Einfallswinkels der 
Geraden g gegen die Grundebene. Es ist 

s = |/ s'^-j- 0 ^ und s' = s-sinej. 

Die Lângenverzerrung für aile Strecken der Geraden g 
im GrundriB ist also 

^ = sin £. . 

s ^ 

In gleicher Weise kann inan die Bildachse durch P' lege-n, so 
daB die AufriBebene duroh P. geht. Dabei erhalt man 

s = y s" 2_|_2,2 s^^s-sineg. 

Der NormalriB einer Strecke ist eine gleiche oder 
kleinere Strecke oder Null, je nachdem.die Strecke 
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im flaume zur Projektionsebene parallel, geneigt 
oder normal ist 

Ganz analog ist die Ausführung, wenn AufriB und KrenzriB 
gegeben ist (Pig. 13). 

Umkeiirungsaafgaben: 1. Es ist auf einer Geraden g von 
einem Punkte P aus eine Strecke s aufzutrageu. Man legt zuerst 
auf die Gerade einen zweiten Punkt Q, suckt die wahre GroBe 
der Strecke PQ^ trâgt von aus die gegebene Strecke bis Sj oder Sjj 
(zwei Losungen) auf und zieht durch. diese Punkte Horizontalen, welche g" 
im Aufrisse der mogliehen Endpunkte schneiden. 

2. Die wahre GroBe und der AufriB einer Strecke P§, ferner der 
GrundriBP' des einen Bndpunktes der Strecke sind gegeben (2 Losungen). 

3. Es ist durch einen Punkt Q eine .Gerade g zu legen, welche ge- 
gebeue Einfallswinkel und hat (4 Losungen). 

4. Es soll noch der besondere Eall betracbtet werdon, dab 
die Projektionen P', P" und Q', Q" der beiden Punkte auf 
deraselben Ordnerliegen. 

Auf diesem Ordner liegen 
dann die beiden Projek- 
tionen d' und d” der Ver- 
bindungsgeraden. DieVer- 
bindungsgerade d liegt auf 
einer dôppelt projizie- 
renden (zur Grund- und 
AufriBebene normalen, zur 
KreuzriBebene parallelen) 

Ebene. Da die beiden 
projizierenden Ebeuen zu- 
sammenfalleri. so ist hier 
die Gerade d durch ihre 
Projektionen d' und d" 
allein nioht bestimmt. Bei.Angabe der Punkte P, Q ist aber 
die Gerade bestimmt*). 

Wird die Punktreihe d im Sinne von P naoh Q durchlaufen, 
so wird der GrundriB d' im Sinne vou P' nach Q' und der Auf- 
riB d" im Sinne von P" nach Q’' durchlaufen. Diese beiden 
Reihen d\ d” sind auf dçrselben Geradeu vereinigt, und zwar 
‘gleich lauf en d (Eig. 14) oder ungleichlauf end (Eig. 16). 

*) Die Projektionen Z7', U" des uneigeptlichen Punktes JJ von d 
sind im uneigentlichen Punkte der Ordner vereinigt. Man kann diesen 
Punkt das Zenith der Zeichenebene nénnen. Durch .bloBe Angabe, 
daB P' und JJ" ins Zenith der Zèichenebene fallen, ist dann ebenfalls 
der uneigentliche Punkt JJ nicht bestimmt. 
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Es soll nuü eiii KreuzriB von redits hergestellt werden, so claB 
die ,?-Achse diirch den Piinkt P gelit, wobei P”' mit P" zu- 
sanimenfâllt. Der Punkt Q. liegt iin ersten Ealle bei Übersicht 
(Fig. 14a) um die Strecke P'Q' weiter rüdîwârts [bei Unter- 
siditfEig. 14b) weiter vorne]; es ist also die Strecke s'=P'Q' 
auf cieni horizontalen Ordiier des Punktes Q” nacb rechts 
[links] aufzutragen. Im zw^eiten Ealle ist es umgekehrt. Die 
Gerade P"'Q"' ist der KreuzriB d”'. Daniit bat inan die wahre 
GrôBe der Strecke PQ = P"' Q'” Vinà den Einfallswinkel der 
Geraden d gegen die Grundebene gefunden. Es ist 

= -TT ; ist fil § — , je nachdera 


P"Q" 


sA|-s' 


Eiir fii=rr/i sind die Reibeu d' und d" kongruent. Nun 
kann man auch zum Aufrisse P" eines Punktes R der 

Geraden d den Grund- 
riB R' finden, indem man 
R" R’" = P' R' macbt. 

(Durch den Ordner allein 
ist es hier nicbt môglich.) 
Nicht bloB fur C7,.sondern 
auch fur den Schnittpunkt 
K der Geraden d mit der 
Koinzidenzebene y. sind 
Grund- und AufriB ver- 
einigt, Urâ den Punkt K 
zu konstruieren. suchen 
wir dié KreuzriB spur \ 
der Koinzidenzebene. Da 
die angenommene ^-Achse 
durch P geht, hat jeder Punkt der 0-Achse seinen GruudriB 
in P'; daher fâllt der TJrsprung O auch mit P' zusammen. 
Die KreuzriBspur \ geht durch O un ter. nach rückwârts 
ansteigend bei Übersicht, dagegen nach vorne ansteigend bei 
Untersicht, Ans dem Schnittpunkte K'" von d"' mit \ erhâlt 
man durch einen horizontalen Ordner den Punkt K' = K".*)- 
Denkt man sich die Gerade d als undurchsichtige Stange und 
beachtet man dieRiohtungeu derSehstrahlen o,m,i;,so ergibtsich: 


\ 

£7' 


r 

r\- 

R’ 


d" 



\p' 


Wv' 

y 

ç \ 


d' 


Fig. 15 a. 



Isfc E^ = nl^ und sind die Reihen d’, d" gleichlaufend, so fallt 
= K" mit JJ' = JJ" zusammen; sind aber die Reiken ungleieh- 
laufend, so liegen aile Paare P', P" symmetrisch. zu K' = K". 
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§ 5. Zwei G-erade, welche durch einen, Punkfc gehen. 


' "Wena die Paoktreihen d', 
d" gleichlaufend vereinigt 
sind, so ist die Gerade d bei 
Übersicht nacb rückwârts 
[bei üntersicbt nacb vorae] 
ansteigend. Sie verlàaft im 
Nebenwinkel der einfallen- 
den Sehstrahlen ; dahet ist im 
Grand- undAufrisse die- 
selbe Seite der Geraden 
sichtbar. 


Wenn die Punktreiben d'^ 
d" ungleicblaufend Yer- 
einig^sind, so ist die Gerade d 
bei Übersicht nacb vorne 
[bei Üntersicbt ' nacb rück- 
wàrts] ansteigend. Sie ver- 
lâuft im Winkel der ein- 
fallenden Sehstrahlen ; daher 
sind im Grund- und Auf- 
risseverschiedeneSeiten 
der Geraden sichtbar. 


5. Ist die Gerade g nur ançiahernd zur KreuzriBr 
ebene parallel, insbesondere g” beinahe parallel zu ^ 
(Fig. 15 o), so wird die Aufsuchung des Aùf- 
risses B" ans dem Grundrisse B' ungenau, weil 
g'" vom Ordner des Punktes B' unter einem sehr 
spitzen Winkel gesohnitten wird. üm B" genauer 
zu finden, kaun mau den Umstand beniitzeO; dafî 
P" Q” durch B" im selben Yerhâltnisse geteilt 
wird, wie P' Q' durch i2'. Zieht man daher durch 
P" und Q" Horizontale und tragt man von P" ans 
die StreckeP'P' etwa dreimal auf, ferner von Q” 
aus die Strecke Q' B' ebensooft in entgegen- 
gesetzter Richtung, so schneidet die Verbindungs- 
gerade der erhaltenen Endpunkte P®, Q® die Ge- 
rade g" im verlangteu Punkte B”. Der Yorgang laBt sich auch 
für die Gerade d anweuden. 



§ 5. Zwei Gerade, welche durch einen Piinkt gehen. f 
Abhildung und Umlegung der Ebene ; Winkel und Âbstand. 

1 . Zwei Gerade a, &, welche durch einen Punkt P gehen. 
seien durch ihre Projektionen gegeben, so daB der Schnitt- 
punkt P' von a' und h' mit dem SchnittpunkteP" von a" und 1)" 
auf einem Ordner liegt (Fig. 16). 

Die zwei Geraden, welche durch einen Punkt gehen, be- 
stimmen eine Yerbindungsebene. Im Zweibildersysteme 
wird die Ebene gewohnlich in dieser Weise angegeben, 

Als besonderer Fall dieser Angabe ist jener zu betrachten, 
in welchem a parallel zu &, also P ein uneigentlicher Punkt 
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ist. Els ist dann (§ 2,2^) auch a' parallel zu b' und a,” parallel 
zu b" (Fig. 17), 

Die gleichnamigen Projektionen paralleler Ge- 
raden sind parallel. 




2. Inzideiiz einer Ger^aden oder einès Piinktes 
mit der gegebenen Ebene. Soll eine Gerade g auf die ge- 
gebene Ebene gelegt werden, so kann man die eine Projektion 
Z. B. g" beliebig wâhlen. Die Gerade g schneidet die Ge- 
raden a, b in den Punkten Q, B, deren Grondrisse Q',B' sich 
durch je einen Ordner ans Q", R" ergeben. Die Verbindnngs- 
gerade Q' R' ist der Gruudrib g' der Geraden g. Urn einen 
Punkt T auf die Ebene zu legen, legt man zuerst auf die Ebene 
eine Gerade g und dann auf diese den Punkt T. 

Dieselbe Ebene wâre aucb bestimmt gewesen durch die 
Annahme tou P (P', P”) und g {g', g”) oder durch die An- 
nahme der drei Punkte P [P', P"), Q {Q', Q"), R {R', R"). 

[aPb2^[Pg]:=^[PQR]. 

Eine besondere Gerade der Ebene erhalt man, wenn man 
den Koinzidenzpunkt A yen a mit dem Koinzidenzpunkte P 
yen b Ÿerbindet. Es ergibt sich da die Schnittgerade h der 
Ebene e mit der Koinzideuzebene Für diese Gerade 
und für jeden ihrer Punkte fallt der GrundriB mit dem Auf- 
risse zusammen. Die Projektionen g' und g" einer jeden Ge- 
raden g der Ebene schneiden sich in einem Punkte 0'= Q-'' 
der Geraden Z;' = 
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Nun kann auch leicht auf die Ebene eine Gerade c 
gelegt werden, welche durch den Punkt P geht, ob- 
wohl das allgemeine Verfahren hier yersagt. Man sucht den 
Schnittpunkt C” von e" mit h" und verbindet diesen Punkt, 
der zugleich C ist, mit P'. 

Grund- und AufriB eines Strahlbüschels [Pe] sind per- 
spektive Strahlbüôchel P'undP", wobei die Koinzidenz- 
gerade h' = Jc" die, Perspektivachse ist*). Der Ordner des 
Punktes P ist eiu selbstentsprechender Strahl als vereinigte 
Projektionen d', d" der Geraden d des Büschels, welche 
zur KreuzriBebene parallel ist. i 

Zur Übüng: 1. Es ist das Strahlenpaar des Büschels P zu suchen, 
■welches im Grund- und Aufrisse unter einem Eechtwinkel oder unter 
einem anderen gegebenen Winkel (etwa tt/j) erscheint. 

2. Es ist eine zur Xreuzriûebene parallèle Gerade d durch zwei 
Punkte Ç {Q', Q") und JS (JS', JB") gegeben. Man soll zum Aufrisse T" 
eines Punktes T dieser Geraden den GrundriB T' finden, ferner den 
Schnittpunkt K der Geraden mit der Koinzidenzebene (§ 4, i) durch 
Annahme eines Punktes 8, der nicht auf d liegt, als Scheitel eines 
Strahlbüschels der Verbindungsebene )Sd. Eabei kann S auch ein un- j 
eigentlicher Ppnkt sein. 

3. Projektion und wahre GrôBe eines Wiukels. 
Auf der Ebene «=[^6] gibt es je ein Parallelstrahlbüschel 
von Horizontalen h und Eront.alôn f. Eür eine Horizon- 
tale h ist der AufriB h” und für eine Frontale / ist der Grund- 
riB f horizontal anzunehmen, woraus dann h' oder f" ge- 
funden werden kann. 

TJm die wahre GroBe des Wiukels ah zu finden, dreht 
man die Ebene e um die Horizonfale h so lange, bis sie selbst 
horizontal ist (Fig. 18), oder man dreht die Ebene s um die 
Frontale f so lange, bis sie selbst frontal ist (Fig. 19). Diesen 
Vorgang nennt mau die Umlegung der Ebene e. 

Durch den Punkt P geht eine Gerade m, welche zu allen 
Horizontalen (also auch zur Grundspur ej senkrecht ist. Sie 
wird Fallinie oder Spurnormale geuanut. Ihr FuBpuukt 
auf h sei M. Die in Af zu ^ errichtete Normalebene ist zur 
Grundebene normal und enthâlt sowohl w als auch den Grund- 
riB m'. Aile Geraden dieser Normalebene (auchm') sind zu h 
senkrecht und haben w' aïs GrundriB. Daraus folgt: 

*) liber einige einfache Begriffe aus der „projektiven Geometrie“ 
kann z. B. nachgesehen werilen bel „B6gor, Gcomotrie dor Lage, 
Sammlung Schubert VII“ oder K.Doehlemann, Projeküve Georaotric, 
Sammlung Gôschen (4. Aufl., 1918). 
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Der GrundriB jeder Geraden, welclie zu einer' 
Horizoutalen normal ist (wenn au ch windschief), ist 
zu h' normal; der AufriB jeder Geraden, welche zu 
einer Prootalen /'normal ist (wenn auch windschief), 
ist zu /’■■' normal. 

Der Abstand PM des Punktes P von der Geraden h ist 
die Hypoténuse eines rechtwinkligen Dreieckes, welches 
P' M‘ als eine Kathete und den Hdhenunterschied z der 
Punkte P und M als zweite Kathete besitzt. Es kanu im 
Grundrisse oder im Aufrisse konstruiert werden und euthâlt 
den Neigungswinkel der Ebene gegen .die Grund- 



ebene. Die Um.legung der Spurnormalen fallt mit 
dem Grundrisse w' zusammen. Trâgtmannun den gefundenen 
Abstand PM von M' aus auf, so erhâlt man die Umlegung 
P^ des Punktes P. 

Die Geraden, a, h schneiden die Horizontale Ji m den 
Punkten A, B. Diese bleiben hei der Umlegung der Ebene 
ungeândert. Yerhindet man daherP^mit A' undP', so erhâlt 
man die Umlegungen a^, der Geraden a, h, womit die 
wahre GrôBe des Winkels ad gefunden ist. 

Umkehrung: Auffcragen eines Winkels bc. 

Es sind nun die folgenden Beziehungen leicht einzuseheti: 

a) DieProjektion eines ge s treckt en Winkels ist wieder 
ein gestreckter Winkel ; die Projektionen zweier Nebenwinkel 
sind wieder Nebenwinkel. Wenn daher die Projektion eines 
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Winkels ein grôBerer, gleicher oder kleinerer Winkel ist, 
so ist die Projektion des Neben,winkels ein kleinerer, bezw. 
gleicher oder grôBerer Winkel. 

/5) Der GrundriB (AufriB) ein es B,echtwinkels ist nur 
dann einRecbtwinkel, wenn ein Schenkel horizontal (frontal)ist. 

y) Wenn A und B auf yerschiedenen Seiten von il^Tliegen 
(Fig. 18), so ist der NormairiB des Winkels P des Dreieckes 
AFB stets grôBer als der'Winkel selbstl 

d) Wenn B und G auf derselben Seite tou M liegen,: so 
ist der GrundriB des Winkels P des Dreieckes B PC ein 
grôBerer, gleicher oder kleinerer Winkel, je naohdem der 
ümkreis des Dreieckes B'P^C den Punkt P' einschlieBt, 
enthalt oder ausschlieBt. 

Die Umleguug eiuer Ebene z. B. um eine frontale Gerade f 
kann dadurch etwas vereinfacht werden, daB man den 
GrundriB /‘' durch den AufriB P" legt (Fig. 19), also eine 
Grundebe.ne wahlt, welche durch P geht. Ist nun K' — K” 
der Schnittpunkt von f und f", so ist die Strecke 

KP=^K'P = K"P^. 

Ein Kreis, welcher A' als Mittelpunkt und K' P' als Radius 
hat, schueidet daher die Spurnormale m" = in der Um- 
legung P^ des Punktes P.*) 

BeimWinkel ist auch die Ausführ un g der Operation en 
(z. B. Tcilcn) ohne Bildachse nicht môglich. 

Zur Übung: 1. Es ist eine Horizontalebene um eine Gerade h 
so lange zu drehen, bis die X^rojektiün cinos Winkels .<4 Piî derselben, 
für welchcn A und B auf derselben Seite, yon M liegen, 

«) eine bestimmte GrôBe bat, p) so groB wie der Winkel selbst 
ist, y) ein Extrem wird. 

2. Bbenso, bis die Projektion eincs Spitzwinkels ABB ^ für welchen 
AundP auf vcrschiedenen Seiten von ilf liegen, ein E,echtwinkel wird. 

3. Es ist eine Ebene und auf ihr ein Punkt gegeben. Dieser 
Pnnkt soll der Scheitel eines Winkels von rr/g sein, dessen Projektion 
ebenfalls rcj^ sein s'oll. 

4. Bs^smd die Halbierungsgeraden eines Winkels und seines Neben- 
winkels zu konstruieren. 

5. Es ist ein gegebener Winkel in eine Anzahl gleicher Teile zu 

teilen. . ' ' 


*),Bei diesem Vorgange ist nur zweimal „Biosetzen\der Zirkel- 
spitze“ und „Zeichnen eines ICreises“ no twendig, wührend der frühere 
V organg séohsrnal „Einsetzen“ und „Zeichnen z w e i e r Eteise “ erford ert. 
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4. Abstand einesPunktes vou einerGeraden oder 
Abstaud zweier Parallelen. 

Ein Punkt P(P',P") und eioe Gerade g(g',g’') seien ge- 
geben*); man soll von P die Normale n auf die Gerade g 
fâllen und ihren EuBpunkt N sowie den Abstand PN des 
PunktesPvon derGeraden g finden. Zu diesem Zwecke kann 
man die Yerbindungsebene \Pg] um die durch P gebeude 
Horizontale h umlegen (Fig. 20). Dabei bleibt der Punkt P' 



und aucb der Punkt Q' von g' ungeàndert. Sucbt man nun 
die Umlegung des Punktes P von g^ dessen Projektionen 
auf dem Ordner des Punktes P liegen, so ist Q ' die üm- 
legung g^ der Geraden g. Jetzt kann die Normale von P' 
zu ^^gefallt werden, womit die Umlegung des FuBpunktes 
und die wahre GroBe P ' des Abstandes PA'gefunden ist. 
Durch cinc Spurnormale ergibt sich N\ durch einen Ordner 
erhalt man N'\ endlich durch Yorbinden die Projektionen n' 
und der Norraalen 91. ' / 

Wenn es sich hauptsachlich um die Projektionen der 
Normalen n handelt, ist folgender Yorgang einfacher, bei 
welchem der allgemeine Pall auf den besondereu Eall der 
Spurnormalen zurückgeführt wird (§ 5, 3). Mau legt auf der 
Yerbindungsebene [P g] durch den Punkt P die Horizontale A 
und die Frontale f (Rg. 21). Diese schneiden die Gerade g 
in den Punkten QundP. Fur das Dreieck PQP denkt man 

*) Insbesondere iarm. die Gerade sein: z oder f oder h. 
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sich iiun die Hohen. Fiir die ïïohe yïi vod Q auf /"kann m 
senkrecht zu f" gezogen .werderi. JPür die Hôhe l von JR auf h 
kaun V seiikreckt zu /i' unmittelbar gezeichnet werden; durch 
deuFuBpunkti eriialtman denAufriB V. DerSchnittpunktif 
von l" und m” ist der AufriB des Bohenscknittpunktes J/ des 
Dreieckes PQB. Die Gerade P” H” muB daher der AüfriB w" 
der Normalen n von P auf g sein. Nun kann aus N auch N 
und n' gefunden werden. Trâgt man vora Ordner desPunktes 
N aus die Strecke P" smî f bis P^ auf, so ist P^N die 
wahre GroBe des Abstaudes PN. 

Ist derAbstand zweier Parallelen zu suchen, so kann 
auf der einen von ibnen derPunktPbeliebig gewahlt werden, 
womit die Aufgabe auf die vorige zurückgeführt ist. 

§ 6. Drei Punkte, ihreTerbindungselbene und das Dreieck. 
Ebene Eigur. 

a) Yerwandtschaft zwischen Grund- und AufriB einer 
ebenenPigur. 

1 . Drei Punkte P, Q, P bestimmen eine Verbindungs- 
ebene und ein Dreieck. Bei der Annahme der drei Punkte 
in der Abbildung müssen die Projektionen eines jedep Punktes 
auf einem Ordner gewahît werden. Dann schneiden sich aber 
die Projektionen einer jeden der drei Verbindungsgeradon 
in einem Punkte einer Geraden le' P', welcbe die Abbildung 
der Schnittgeraden le der Ebene mit der Koinzidenzebene ist 
(Pig. 22). Es ist daher aus der râumlichen Beziehung der 
planimetrische Satz gôzeigt: „Sind die Verbindungsgeradon 
der entspreohenden Punkte zweier Dreiecke parallel, so 
liegen die’ Schnittpunkte der entspreohenden Seiten auf einer 
Geraden.“ 

Pür aile Punkte P und Geraden g der Verbindungs- 
ebene £ gilt nun in der Abbildung; 

1. Entsprechende Punkte P', P" liegen auf parallelen Ge- 
raden, nâmlich auf Ordnern. 

2. Entsprechende Gerade schneiden sich in Punkten 
einer Geraden, namlich der Koinzidenzgeraden Ph"i 

3. Bei Inzidenz von P' und g' sind auch P" und g" 
inzident. 

Durch diese Eigenschaften ist eine Ver wandts>ohaft ge- 
kennzeichnet, welche perspekt.ive Affin'itat heiBt. 
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Grund- und AufriB einer ebenen Fignr (einés 
Feldes) sind perspektiy affln mit den Ordnern als 
Affinitâtstrahlen und mit der Koinzidenzgeraden Tclc'' 
als Âfflnitâtsachse (Brasseur^). 

In jedem Ordner ist der GrundriB d ' und der AufriB d'^ 
einer zur KreuzriBebene parallelen Geraden d vereinigt, 
Eückt dieGerade d' = d" ms Unendliche, so folgt, daJB in der 
uneigentlicben Geraden der Zeichenebene Grund- und AufriB 
der uneigentlicben Geraden der Ebene a vereinigt sind. 

2. Eür aile Punktepaare der Verwandtscliaft ist 
P" D” 0" E" P" Te" 

-TT=:r 7 -^T-= = -^>, 7 - = <3 ein konstantes Verbaltnis, 

PD Q E P h 

Diese Zabi â heiBt die Charakteristik der perspektiven 
Affinitât. e 

Die Dreiecke A” P” B” und A' P' B' baben gleiebe Basis 
A” B" = A’ B’. Ihre Elacben verbalten sicb daber sd 

wie die Hoben P'’ le" und P' le'. Es ist also — ; 


Ebenso ist 


B" R" O" 


ô und 


Â"Q"Q' 


A'P'B' 

ô. Wenn man 


B' R' G' A'Q'G' 

das 1. und 2. Vorderglied addiert, dann das 3, Vorderglied 
subtrabiert und für die Hinterglieder dasselbe maobt, so erbâlt^ 
man wieder ein gleiebes Verbaltnis; es ist also 
P"Q"R" \ 

P'Q'R' 

Da sicb jede ebene Pigur aus Dreiecken zusammensetzen lâBt, 
so ist allgemein f" 

T 

Das Verbaltnis der Elacben des Aufrisses und 
Grundrisses einer ebenen Eigur f ist der Obarak- 
teristik der perspektiven Affinitât gleieb. 

3. Im Zweibildersysteme sind nun zwei flaupt- 
stpllungen der Ebene zu untersebeiden: 

Wenn P' und P" auf der- Wenn P' und P" auf 
selben Seite der Affinitâts- versebiedeneu Seiten . der 


A. 


aebse le' h" liegen (Eig. 22 a), 
so findet das für aile Paare 
entsprecbender Punkte statt 
-und die Cbarakteristik à ist 
positiv. 


Affinitâtsaebse le' le" liegen 
(Eig, 22b), so findet das. für 
aile Paare entsprecbender 
Punkte. statt und die Cha- 
rakteristik <5 ist negativ. ,■ 
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Auf allen Ordnern sind 
die Punktreihen d' und d” 
gleichlauf end, also (§4,4) 
aile Geraden d der Ebene laei 
Übersicht nach rückwarts 
(bei Untersicht nach vorne) 
ansteigend, Dabei zeigen 
die Strahlbüschel F" und F' ' 
sowie die Dreiecke P" 
und F' Q' F' gleichen 
Dur.ohlaufuugsinn, 



Auf allen Ordnern sind 
diePunktreihen d ' und d" un- 
gleiclilaufend, also (§4,4) 
aile Geraden d der Ebene 
bei Übersicht nach vorne 
(bei Untersicht nach rück- 
wârts) ansteigend. Dabei 
zeigen die Strahlbüschel F” 
und F' sowie die Dreieoke 
F"Q''B" und F'Q'R' ent- 
gegengesetzten Durch- 
laufungsin n. 



Fig. 22 b. 


Wenn die Charakte- Wenn die Charakte- 
ristik eiuer Ebene positiv ristik einer Ebene negativ 
ist, so ist, die Ebene bei ist, so ist die Ebene 
Übersicht nach rückwârts bei Übersicht nach vorne 
(bei Untersicht nach (bei Untersicht nach 
vorne) ansteigend. Die rückwârts) ansteîgend.Die 
Ebene verlauft im Neben- Ebene verlauft iin Winkel 
winkel der einfallenden der einfallenden Seh- 
Sehstrahlen; daher ist strahlen; daher sind im 
im Grund- und Aufrisse Grun d- und Auf risse ver- 
dieselbe Seite der Ebene schiedene Seiten der Ebene 
sichtbar. sichtbar. 

Wenn die Ebene durch ihre Spuren gegeben ist 
(Fig. 23), so laBt der Durchlaufungsinn des Spurendreieokes 
XYZ die Stellung der Ebene erkennen. Es ist aber hier 

Solimid, Darstellende Geometrie 1. . a 
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Dooh einfaoher, aus der Lage der Spuren einen SchluB zu 
ziehen. Betrachtet man nâmlich den von Y nach aufwârts 
gehenden Teil der Aufrifîspur und den nach vorne gehenden 
Teil derGrundspur e, , so ist die Charakteristik <5 positiv, 




Fig. 231). 


wenn beide Strahlen nach rechts oder beide nach links ge- 
richtet sind, dagegen negativ, wenn sie nach vers chie denen 
Seiten gerichtet sind (bei Untersicht ist der nach rückwârts 
gehende Teil von zu betrachten). 

4. Für besondere Stellungen der Ebene ergeben 
sich auch beson dere Yerwandtschaften (Fig. 24): 
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a) und b) Wenn die Ebene für die beiden Haupt- 
stelluDgen zur KreuzriBebene normal ist, so wird h'Tc” 
horizontal, also die Affinitâtsachse zu den Affinitatstrahlen 
senkrecht. Grund- und AufriB der ebenen Eigur siud hier 


orthogonal perspektÏT affin. 

c) Wenn die Ebene zur 
Symmetrieebene normal 
ist, so schneidet sie die Koin- 
zidenzebene in einer Geraden 
le, welohe selbst zur Sym- 
metrieebene normal, also zur 
KreuzriBebene parallel ist. Es 
ist dann die Affinitâtsachse, 
zu den Affinitatstrahlen 
parallel, (5==-l-l und f = f". 
Grund- und AufriB der Eigur 
einer Ebene, welche zur 
Symmetrieebene normal 
ist, sind âquivalent per- 
spektiv affin. Die Spureil 
einer solchen Ebene schlieBen 
mit der Bildachse gleiche 
Winkel ein. 

e) Wenn die Bbenè zur 
Koinzidenzebene parallel 
ist, so wird Wh" zur uneigent- 
lichen Geraden. i^Es karm 
dies' als Grenzfall Ton a) und 
c) angesehen werdeu.] Eür 
jede Gerade der Ebene wird 
daher g" parallel zu g'\ die 
Eigur Grund- und 

AufriB der Eigur einer Ebene, 
welohe zur Koinzidenz- 
ebene parallel ist, siud 
kongruent und parallel 
Tersohoben. 

Eür die Koinzidenz- 
e b e P e selbst sind Grund- 
und AufriB einer Eigur in 
Deckung. 


d) Wenn die Ebene zur 
Koinzidenzebene normal 
ist, so schneidet sie die Sym- 
metrieebene in einer Geraden 
d, welche zur KreuzriBebene 
parallel und gegen Grund- 
und AufriBebene unter nf^ 
geneigt ist, Eine solche Ge- 
rade ergibt ungleiohlaufend 
kongruente Punktreihen. Es 
ist also'd = — 1 und f =—f", 
Grund- und AufriB der Eigur 
einer Ebene, welche zur 
Koinzidenzeben e n ormal 
ist, sind schief sym- 
raetrisch. Die Spuren einer 
solchen Ebene fallen in die- 
selbe Gerade. 

f) Wenn die Ebene zur 
Symmetrieebene parallel 
ist, s O wird ô — — l und h'ic'' 
horizontal. [Es kann dies al’s 
Grenzfall von b) und d) be- 
traohtet werden.] Die Eigur 
f' 

Grund- und AufriB der 
Eigur einer Ebene, Welohe 
zur ' Symmetrieebene 
parallel ist, sind ortho- 
gonal symmetïisch. 

Eür d) und f) ist die 
Yerwandtsohaft i n v o 1 u t o - 
ri s ch, d. h. wenn man P' 
als Q" betraohtet, so ist 

P"^Q'. 


3 * 
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g) Für eine Ebene, welche 
ziir AufriBebene normal 
ist, wird die Verwandt- 
schaft ausgeartet, nâmlich 
zu jedem Punkte P' gehôrt 
ein Puukt P", welcher auf 
der Geraden a" = b" liegt. 


b) Für eine Ebene, welche 
zur Grundebene normal 
ist, wird die Verwandtscbaft 


ausgeartet, nâmlich zu 


jedem Punkte P” gehôrt ein 
Punkt P', welcher auf der 
Geraden a' = b' liegt. 


Zur Übung: Es ist eine Ebene anzunehmen, welcbe gegen aile 
drei Projektionsebenen gleich geneigt ist, so zwar, daB die drei Spuren 
in eine Gerade fallen. Auf dieser Ebene ist dann ein Punkt P (P', P", P'") 
zu wâhlen, ferner Q so, daB Q' = P'" und B so, daB B"’ = P' wird. 
WelckeBeziehungbestebtzwisebendenProiektionen desDreieckesPÇP? 


/?! Verwandtschaft zwischea Normalrifi und" Um- 
legu,ng einer ebeuen Figur. 

5. Es sei ein Dreieok PQB im Grund- und Aufrisse ge- 
geben (Fig. 25). Durch Emlegung der Verbindungsebene der 
drei Punkte z. B. um eine horizontale Gerade h erhâlt man 
ein Dreieck P^ welches die wahre Form und GrôBe 

des Dreieckes zeigt. Zieht man die Spurnormale P' N' zu ¥ 
und konstruiert man das rechtwinklige Dreieck, welches die 
Hôhe des Punktes P ûber der Geraden h als eine Kathete 
und die Strecke R' N' als zweite Kathete besitzt, so ist die 
Hypoténuse der Abstand des Punlçtes P von h. Dieser Ab- 
stand wird nach N' übertragen, um die Umlegung P^ zu 
finden. Das rechtwinklige Dreieck enthâlt den Neigungs- 
winkel der Ebene gegen die Grundebene. Die Gerade g' 
schneidet h' in O', welches mit 0^ zusammenfâllt, wodurch 
man erhâlt. Es gilt nuu folgende Verwandtschaft: 

1. EntspreohendePunkte P', P^liegen auf Spurnormalen 
zu h'. 

2. ■ Entsprecbendn Gerade g'^ schneiden sich in Punkten 

der G(M-Md(,u' h'. . , ' 

3. Beilnzidenz YonP'und g' sind auchP^ und g^ inzident. 

GrundriB und Umlegung einer ebenen Figur auf 

eine horizontale Ebene sind orthogonal perspektiy affln 
mit den Spurnormalen zu A.', als Âfflnitâtstrahlen und' 
mit der Geraden h' als Afflnitâtsachse. Die Cl'iarak- 

teristik der Affinitât ist ô = == cos gi • Die Flâchpn- 

verzerrung (§ 6,2) für, den GrundriB ist also q> = f' I f =-' gos 
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6. Durch die Umleguog des Dreieokes sind aile daria vor- 
kommendeu GroBen, nâmlich Seiten, Winkel, Hôhen, . . . ge- 
fuüden, 

Wenn von dem urspranglick Gegebenen nur ein Teil be- 
kannt ist iind dazu ein Teil des früher Gefundenen, so liegt 
eine Umkehrangsaufgabe vor. Eine sobwierigere Aufgabe 
dieser Art soll nun behandelt werden. Es sei gegeben: „Der 
GnindriBP'Q'-5' eines Dreieokes, der AufriBP" deseinenEck- 
pnnktes, ferner der Winkel Q^TB^und der Winkel P = 55 
Es ist also die Eorm des Dreieokes bekannt. Denkt man 
sich die zu P', Q\ R' geïïorigen Sehstrablen, so kann die Auf- 
gabe anch so ausgesproohen werden: 

„Ein normales dreiseitiges Prisma ist naoh eiuera Drei- 
eoke zu sohneiden, welcbes einem gegebenen Dreiecke 
âhnliob ist.“ 

Es bandelt sich da um die 
Auffindung der Lage der 
Ebene RQR, also um die 
durch P gehende Hori- 
zontale h und Spurnor- 
male m. Die Gerade h 
sohneidet die gegenüber- 
liegende Seite g in einem 
Punkte O und die Gerade m 
sohneidet g 'm einem Punkte 8 
(Eig. 25). ,Eür aile Strecken 
der Geraden g ist nun das 
Yerbâltnis 

O'Q’ O'R' Q'8' 

O^Q^~ O^R^~ 0^8^ Fig. 25. 



ein konstantes. Wenn rban daher die Gerade g^ um den 
Winkel o = g'g^ drebt und aile von O ausgehenden Strecken 


ira Verhaltnis^e 




verkleinert, so koramen aile Punkte 


von g^ mit ihren entsprechenden auf g' zur Deokung, Drebt 
rnaii die ganze umgelegte Ebene für das Zentrum O' um den 
Winkel ^ und verkleinert man aile von O ausgelieuden Strecken 

O'Q' 

der Ebene im Yerhâltnisse so entstelit ein ahnlich ver- 


kleinertes Eeld. Dabei 


geht das 


Dreieok P^Q^R^ in ein 
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ahnliches Dreieck FQ'B' über (Fig. 26) und das rechtwinklige 
Dreieck in ein rechtwinkliges Dreieck O' P S'. Da 

nun die beideu rechtwinkligen Dreiecke O'P'8' und 0'P8' 
dieseibe Hypoténuse O' 8' haben, so liegen die Punkte P' und P 
anf einem Kreise, welcber O' 8' als Durchmesser besitzt. 

Nun kann die Umkehrung leicht Torgenommen werden. 
Mau zeicbnet über der Seite Q'R' ein Dreieck, welches bei Q' 
deu Winkel Q = 75 ° und bei B' den Winkel P === 55 ” enthalt, 
also dem gesucbten Dr.eiecke ahniicb ist. Die Halbierungs- 
normale der Strecke PP' schneidet g' in dem Mittelpunkte T 
eines Kreises, welcber durcb P und P' geht. Fr schneidet die 

Gerade g' in zwei Punkten O', 
/S", welche mit P' verbunden 
die Lage von h' und m' er- 
geben*). Von den beiden 
Katbeten des rechtwinkligen 
Dreieckes O'P'8' kann nur 
jene die Horizontale h' vor- 
stellen, welche durch Ver- 
groBerung aus der entsprechen- 
den Kathete des Dreieckes 
0'P8' hervorgehen kann (im 
vorliegenden Beispiele nur 
O'P'). DerWinkelPO'P'ist 
der Winkel q, um welchen 
man g' drehen muB, um g^ zm 
erhalten (man kann gleich den 
Bogen PP' von 8' ans auf 
dem Kreise,übertragen). Durch die Spurnormale B'N' findet 
man B^. Übertrâgt man nun B'N' auf h”, zeichnet sodann 
einen Kreis, welcher N als Mittelpunkt und als Radius 

hat, so erhàlt man auf dem Ordner von B' zwei mdgliche 
Punkte Pj und Pj|. Die Aufgabe hat somit zweiLôsungen 
[eigentlich unendlich viele Parallelebenen von ‘zwei Stellüngen] 
(Gugler®). 

Übuügsaufgaben: 1. Fiir ein durch Grand- und Aufrifi ge- 
gebenes Dreieck AB C ist zu finden : a) der Schwerpunkt /S) der 
HohenschnittpunktJS", y) der Mittelpunkt des umschriebenen Çreises Mw, 

*) Die Strahlbüschel P' und P sind in perspektiver Lage; h' und m' 
sind die Normalstrahlen des Büschels P', welchen wieder normale 
Strahlen des Büschels P entsprechen. 
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ô) der Mdttelpunkfc des eingesehriebenen Kreises Me [S, S, Mu liegen 
auf der Bulerschen G-eraden, so dafi SS : 8Mu — 2 :1 ist]. 

2. Die Basis A G eines gleichseitigen Dreieckes ist im Grand- und 
Aufrisse gegeben. Auf- und GrundriB des Dreieckes sollen : «) orthogonal 
affin, /S) aquivalent affin, y) schief syjnmetrisch sein. 

3. Der Grundrifi P'Q'R' eines gleichschenkligen Dreieckes mit 
der Spitze P und der AnfriB des Schenkels PQ sind gegeben. Man 
soll W finden (Streckenübertragung), 

4. Der AufriB eines gleichseitigen Dreieckes AB G ist gegeben, 
ferner B'". Man soll den KreuzriB des Dreieckes finden. 

' 5. Der AufriB eines gleichschenkligen, bei 0 rechtwinkligen Drei- 
eckes OMS ist gegeben, so daB O" N” aufrechtïst, ferner der Grund- 
riB 0'. B.s ist der GrundriB des Dreieckes zu finden. 

6. Der GrundriB eines Dreieckes AB G ist gegeben, ferner B". 
Der AufriB des Dreieckes soll die Winkel A" = (nj^ -t- rr/g) und 
G" = (71/4 + Ti/g) enthalten. 

7. Auf einer Ebene e — [0P6J liegt ein Parallelogramm, welches 
die Strecken s und f als Seiten hat und einen Punkt Q" als AufriB 
eines Eckpunktes. Das Parallelogramm soll im Grund- und Aufrisse 
als Rechteck erscheinen. 

8. Ein windschiefes Viereek ist mit einer Ebene so zu schneiden, 
daB die Schnittpunkte ein Parallelogramm von gegebenem Umfange 
bilden. (Eann durch bloBes Streckenübertragen gelôst werden.) 

9. Ein gegebenes Parallelogramm ist im Baume so aufzustellen, 
daB der GrundriB ein Quadrat wird, von "welchem ein Eckpunkt und 
die Richtung einer Seite gegeben ist. 

10. Auf einer Ebene ist ein Viereek zu wahlen und auBerhalb 
derselben ein Punkt S. Es ist eine Ebene zu suchen, welche di© vier- 
seitige Pyramide nach einem Parallélogramme schneidet, das eine ge- 
gebene Seite s enthalt, 

11. Eine Seite AB eines Sechseckes ist im Auf- und Grundrisse ge- 
geben. DasSechseck soll im Aufrisse als regelmaBigesSechseck erscheinen 
und die Elâche seines Grundrisses soll halb so groB sein, wie jene des Auf- 
risses (zwei Losungen). 

12. Es ist eine Eraft r in zwei Eomponenten j7, g zu zerlegen,' von 
welchen die eine in die Kichtung der Geraden g fâllt, wahrend die andere: 
«) horizontal, p) zu g normal ist. Welche Lage hat die Ebene des Kral’te- 
dreieokes (Hauptstellung und Neigungswinkel)? Wie groB sind die ICom- 
ponenten und welche Winkel bilden sie mit der IdesulLierenden? 

13. Es ist eine Kraft r in drei Komponenten 0 , j?, q zu zerlegen, von 
welchen die eine in die Richtung der Geraden g fallt, wahrend die anderen 
auf zwei frontalen Geraden c und f liegen. 

14. Es ist der astatische Mittelpunkt und die Eesultierende für drei 
parallèle Krafte zu sbehen, welche nicht auf einer Ebene liegen. 

15. Es ist der astatische Mittelpunkt G und die Eesultierende r 
für zwei Krafte p und q zu suchen, welche in der Eichtung der zwei 
Geraden a und h wirken, àber nicht im Schnittpunkte S der letzteren 
angreifen, sondern in zwei anderen Punkten A und B, 
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§ 7. Pnnkt und 0erade, welche nicht anf einer 
gegebenen Ebene liegen. 

1 . Gerade und Ebene bestimmen einen Schnittpunkt; 
namliob es gibt nur einen Punkt der Geraden, welcher auf 
der Ebene liegt. oder es liegen aile Punkte der Geraden anf 
der Ebene. Pür eine Gerade, welche zur Ebene parallel 
ist, wird ein uneigentlicher Schnittpunkt augenommen. 

Es soi nun eine Ebene durch drei Punkte A, B, Gbestimmt, 
welche durch Grund- und AufriB gegehen sind, Eerner sei 
eine Gerade g ebenfalls durch Grund- und AnfriB gegeben. 
Das Dreieck sei als undurchsichtige Eigur und die Gerade als 
Stab vorausgesetzt (Fig. 27). 



Um den' Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene AB G 
zu finden, legt man durch die Gerade eine Hilfsebene, am ein- 
fachsten eine projizierende, z. B. die zur AufriBebene normale 
Ebene. Die Hilfsebene schneidet die gegebene Ebene in einer 
Geraden e, deren AufriB e" mit g" zusammenfâllt. Die Ge- 
rade e schneidet die Seiten AB und B G des Dreieckes in zwei 
Punkten E, F, durch welche man den GrundriB e' leicht finden 
kann. Da nun e und 5 ' auf derselben Ebene liegen, ergeben sie' 
einen Schnittpunkt jS' und das ist auch der Schnittpunkt der 
Geraden g mit der Ebene ABG. 

Der Punkt E” ist zugleich der AufriB P" eines Punktes,P 
der Geraden g. Die beidén Punkte E und P liegen auf dem- 
selben Sehstrahle u, dessen GrundriB v' ist, wpbei zu unter- 
scheiden ist, ob der Torliegende GrundriB eine Übersicht oder 
eine Untersicht bedeuten soll. Von. den beiden Punkten P 
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und E ist jener, welcber vom Sshstrahle zu6rst getroffsn wird, 
sichtbar, der andere unsichtbar oder gedeokt; man 
nenat sie daher Deckpunkte. 

Id Fig. 27 ist die Charak- In Fig. 28 ist die Cliarak- 
teristik (3 positiv. Dann ist teristik ^ negativ. Daon ist 
bei Übersicht der Punkt P bei Ubersicht der Funkt P 
vor dem Punkte E^ aiso auch vor dem Punkt E, also aucb 
Yor der Ebene e. Ea nuii die vor der Ebene e. Da nun die 
Ebene nach rückwârts au- Ebene nach vorn ansteigt, so 
steigt, so ist der Punkt P ist der Punkt P sicher auch 
sicher auch über der Ebene. unter der Ebene. Der Teil 
Der Teil der Greraden auf der Geraden g^ auf welcheiû 
welohem der Punkt P liegt, der Punkt P liegt, ist im 
ist in beiden Projek- Aufrisse sichtbar, im 
tionen sichtbar, der andere Grun drisse unsichtbar. 
Teil aber in beiden Projek- Für den anderen Teil ist es 
tionen unsichtbar (gedeokt). umgékehrt. 

Bei Untersicht ist der Bei XJntersicht ist der 
Punkt Phinter dem Punkte Punkt P hinter dem Punkte 
E, also auch’ hinter der E, also auch hinter der 
Ebene e. Da nun die Ebene Ebene a, Da nun die Ebene 
n'ach vorn ansteigt, so ist nach rückwârts ansteigt, so 
der Punkt P über der Ebene ist der Punkt P unter der 
und deshalb von unten un- Ebene und deshalb von 
sichtbar, abgesehen davon, unten sichtbar. . Hier ist 
daB nur eine begrenzte Figur der Teil der Geraden g, auf 
da ist, Hier ist der Teil der welchem der Punkt P liegt, 
Geraden g, auf welchem der im Aufrisse unsichtbar, 
Punkt P liegt, in beiden im Grundrisse sichtbar. 
Projektionen unsichtbar. 

Wenn die Oharakteristik Wenh die Oharakteri- 
einer Ebene positiv ist,. so stik einer Ebene ne.gativ 
ist einPunkt, dernichtaiif ist, so ist ein Punkt, der 
der Ebene liegt, entweder nicht auf der Ebene liegt, 
in beiden Projektionen in der einen Projektion 
sichtbar oder in beiden sichtbar und in der andern 
Projektionen unsichtbar. Projektion unsichtbar. 

Übungsaufgaben: 1. Durch èinen Funkt F ist, die Gerade g 
zu legen, welche zwei windschiefe Gerade a und h schneidet. 

2. Farallel zu einer Geraden p ist die Gerade g zu legen, welche 
zwei windschiefe Gerade a, und 6 schneidet. 
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3. Es sind drei windschiefe Gerade gegeben jMan soll das Parallel- 
epiped snchen, welches seine Eanten auf diesen Geraden bat. 

4. Zwei Punkte P, Q und eine Gerade g sind gegeben. Man soll auf den 
Yerbindungsehenen fP^'], {Qg^ denkürzestenWeg von Püber^nacb ^finden. 

5. Die Basis ÀG eines Dreieckes ist im Grund- und Aufrisse ge- 
geben. Die Spitze B des Dreieckes soll auf einer gegebenen Geraden g 
liegen; Grund- und AufriB des Dreieckes sollen «) orthogonal affin, 
/?) âquivalent affin, y) schief symmetrisch sein. 



6. An dem Scheitel B, eines sog. Bockgeriistes (Fig. 29) -wirkt eine 
Kraft r. Es sind die Stabspannungen (Zug oder Druck) für die drei Stâbe 
POi, PPi, zu ermitteln. Erste Méthode: Man zerlegt die Kraft r 
in zwei Komponenten, von welchen die eine in die JElichtuhg o und die 
andere in die Ebene [pq] fâllt. Die letztere Komponente wirkt also in 
der Schnittgeradpn der Ebenen [or] und [jpg], deren Grundspur mah als 
Schnittpunkt von 0^ und P^ leicht finden kann. Z w e i t e M e t h o d e : 
Die Strecke AB sei die Abbildung der wirkenden Kraft ?•. Durch A 
.legt man eine Parallèle o zur Stabrichtung BO^ und durch B eine 
Parallèle q zur Stabrichtung JK . Mun ist als vierte Seite des Krafte- 
viereckes eine Gerade p einzuschalten , welche zur Stabrichtung Bl\ 
parallel ist und die Geraden o, q schneidet. Hierfür wiihlt man auf o 
einen Punkt G, legt durch ihn eine Parallèle g zur Stabrichtung jRPj , 
sucht den Schnittpunkt T der Ebene [og] mit der Geraden g; dann geht 
die verlangte vierte Seite j? durch T parallel zu g. Aus den Pichtungeh 
der die Kraft r ersetzenden Krâfte 0, p, g ist zu erkennen, daB der 
Stab BO^ auf Zug, dagegen der Stab BF^ und der Stab BQ^ auf 
Druck in Anspruch genommen wird. 
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2. a) Durch einen Punkt P gibt es zu einer 
Ebene £^[a.Qb] eine Normale n. 

Man legt (Fig. 30) durch einen Punkt P von b (etwa gleicn 
jenen, welcher sicb durch den Ordner F' P” ergibt) eine 
Horizontale h und eine Frontale f. Nun kann der Satz von 
§ 5 , 3 angewandt werden. Da die Gerade n zu allen Geraden 
der Ebene e normal ist, muB der GrundriB n' def Nor- 
malen durch P' senkrecht zu h' und der AufriB n” 
durch P" senkrecht zu f" gehen. Der Sohnittpunkt der 
Normalen n mit der Ebene s, den man wieder mit Hilfe einer 
zur Auf riB ebene normalen Bbene finden kann, ist der FuB- 




punkt iV der Normalen n und die-wahre GroBe der Strecke 
PiVheiBt der Abstand des Punktes P von der Ebene b. 

P) Durch einen Punkt P gibt es zu einer Ge- 
raden g eine Normalebene v. 

Die Horizontale h der Normalebene hat (Fig. 31) 
die Gerade h', welche durch P' senkrecht zu g' geht, als 
GrundriB und die Horizontale h” durch P" als AufriB. Die 
Frontale f der Normalebene hat die Horizontale f 
durch P' als GrundriB und die Gerade f\ welche durch P" 
senkrecht zu g" geht, als AufriB. Durch diese zwei Geraden 
ist die Normalebene bestimmt., Sie wird von der Geraden g 
in einem Punkte N geschnitten, welohen man wieder durch 
eine zur AufriBebene normale Hilfsebene finden kann. Der 
Sclmittpunkt ist zugleich der FuBpunkt der Noirm'alen 
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Ton F zu g und ergibt sich hier noch einfacher als in 
Fig. 21 ebenfalls bloB mit dem Rechtwinkelbrett (ohne Zirkel), 
Die Deckpunkte G, H zeigen, daB G hinter der Ebene liegt, 
daB also der betreEeude Teil der Geraden g im Aufrisse un- 
sichtbar ist, Da die Cbarakteristik der Ebene negativ ist, so 
ist dieser Teil der Geraden im Grundrisse sichtbar. 

y) Durch den Punkt P geht eine Parallelebene zu 
£ = [aÇZ)], welche sich sofort ergibt, indem man durch P 
Parallèle zu zwei Geraden (etwa a und &) der Ebene zieht. 

Übungsaufgaben: 1. Es sind jene Punkte einer Geraden zu 
suchen, welche von einer Ebene einen gegebenen Abstand haben. 

2. Der GrundriB F' Q' R' eines gleichschenkligen Dreieckes 
mit der Spitze Q und der AufriB der JBasis PR sind gegeben. Man 
soll Q" finden. 

3. Es ist eine Kraft in zwei Komponenten zu zerlegen, von denèn 
die eine senkrecht und die andere parallel zu der durch die Geraden 
a, b bestimmten Ebene ist. 

3. a) Die Normale, welche man im Schnittpunkte einer 
Geraden mit einer Ebene zur letzteren errichtet, heiBt das 
Einfallslot der Geraden. Der Winkel, welchen die 
Gerade mit dem Einfallslote bildet, heiBt der. Einfalls- 
wiiikel der Geraden gegen die Ebene und kann naoh 
dem Vorangeheuden gefunden werdeu. 

/9) Wenn zwei Ebenen durch je zwei sich schneidende 
Gerade gegeben sind, so kann dieSchnittgerade der 
Ebenen gefunden werden, indem man die Schnittpunkte 
von wenigstens zweien der gegebenen Geraden mit der 
anderen der gegebenen Ebenen sucht. Man kann aber auch 
Z. B. eine horizontale Hilfsèbene benützen. Eine solche 
schneidet die beiden gegebenen Ebenen in je einer Hori- 
zontalen, deren Schnittpunkt auch ein Punkt der verlangten 
Schnittgeraden ist. Die Aufsuchung dps Neigungs- 
winkels der beiden Ebenen soll, spâter, (§ 19, i) 
besprochen werden. 

Es seien zwei windschiefe Gerade a und h durch 
ihreProjektionen gegeben. Durch jede von ihnen gibt es eine 
Ebene, welche zur anderen Geraden parallel ist. Eérner gibt 
es eine gemeinsame Normale n, welche a und h in den 
Puukten AuudP schneidet und zu beiden Geraden senkrecht 
ist. Auf n ergibt sich der Abstand AB = b der wind- 
schiefen Geraden. Legt man durch A eine Parallèle &" zu h, 
so entsteht der Winkel ab^=Q der windschiefen Geraden. 
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Sind zunâchst a und ô zur Grundebene parallel (Fig. 32), so 
erhalt mao z und q unmittelbar in wahrer GroBe. Dabei sind 
zwei Fàlle zu unterscheiden. Nâmlich man kann dieGeradea 
durch Heben um z und Drehen um den Spitzwinkel q 
entweder im positiven oder negativen Sinne mit h zur 
Deckung bringen. 

Ein anderer besonderer Fali ist der, daB die eine 
Gerade eine Horizontale h und die andere Gerade eine 
Frontale /"ist. Um die gemeinsame Normales zu finden, 
wâhlt man z, B. auf f einen Punkt P. Zieht man nun durch P' 
die Gerade g' senkrecht zu h' 
und durch P" die Gerade\^" 
senkrecht zu so hat man 
die Projektionen einer Ge- 
raden g, welche zur gemein- 
samen Normalen n parallel 
ist, JDer Schnittpunkt der Ge- 
raden h mit der Bbene [fg] ist 
der Punkt A, durch welchen 
die gemeinsame Normale n 
parallel zu g geht, wodurch 
sich auch der Punkt P ergibt. 

Bei allgemeiu er Lage der 
Geraden a und h wâhlt man 
etwa auf a einen Punkt P und 
durch P' eine Bildachse y. 

Nun legt man durch P die 
beidenNormalebenen a und ^ 
zu den Geraden a und so 
daB dieSpurcïgSenkrechtzua" 
und die Spur 1.^ senkrecht zu b" 
ist. Durch die Schnittpunkte von und mit y legt man 
die Grundspur senkrecht zu a', bzw. senkrecht z!u h'. 
Daraus erhalt man sofort die Projektionen der Sohnittgeraden g 
der beiden Normalebenen. Die Bbene [a^] schneidet die Ge- 
râde b in dem Punkte durch welchen die gemeinsame Nor- 
males parallel zu g geht, womit sich au ch, der Punkt A ergibt*). 

Übungsaufgabe: Es ist 'die 'besprochene Aufgabe für deu Bail 
auszuführen, daB a' parallel zu h' ist. 

*) Bei dieser Konstruktion sind zu zeichnen: 1 Horizontale, 

5 Ordner, 4: Norinalen, 2 Parallelen und 3 Vorbindungsg'erad©* 
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Wie Duii zu sohen ist, zerfalloQ die Elenientaraufgabe 
iu zwei Gri’uppen. Die projoktiven Aufgaben, bei welohe 
es sich uvir um Inzideuz, Yerbinden uud Sohneiden handel 
sind diirohweg (mit EiiivScliluB der Aufgaben über Paralleiitâ 
O 11 ne Bildachse ausfübrbar; die metrischen Aufgabei 
bei weicheii es sich uni die wahre GrroBe von Strecken ode 
'Winkelii handelt, sind im allgenioinen uioht ohne Büdaohs 
ausführbar (duroh passendo Wahl der Bildachae kônnen Vei 
einfaohiingen erzielt verden)®’ 


§ 8. BeleuchtiingsTerhaitnisse. Selbstschatten, Schlag 
schatteii; Hellestufeii ; Spîegehmg. 

1. Die Bamngebilde (zumeist als un dur eh sich tig voram 
gesetzt) sind eigenUioh nur bei Beleuchtung siobtbar. E 
solUe daher bei der Abbildung iuimer a\i£ die Beleuohtun 
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Fig. 83 b. 
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Würfels parallel siüd, weloher in clas A oh s en System liineinpaBt 
(Fig, 33 a), une] zwar in den Oktaiiton [+iiî, — y, +^]. Bei 
Üntersicht kami aber aucli eîue Beleuchtuugvoii untenyoraus- 
gesetzt werden (Fig, 33b), woflir dor Würfel in don Oktanten 
—y, — ÿ] paBt, ' Diese Annahme soi! Diagonal- 
beleuohtung gouannt werdeii. 

Hier ist also '^yV = yl" ^ und = 0 V” = 7ij^. 

Die Laugo der Wurfolkaute sei h, Legt man das redit- 
winklige Dreieck OP^anf die AufriBeboue iim, so enth^it das 
Dreieok OP’^^dieTJmlegung P des Liohlstrahlos. DerWiiikoI, 
welohen P mit dom Sehstrahl o, bzw. u bildet, ist der Ein- 
faliswiukel der Li ch tstr aille n gegen die Grundobeiie. 
Da der Lichtstrahl l gegeu aile drei Projektioiiseboneii gleidi 
geneigt ist, so ist 

Nun ist , 

OZ=^h, OJ?' = ZJ?^==^h‘Ÿ^, OJP^^h-y3’, 


daher ist 


ZF 


sin = =^0,81649.,., 


oos e 


OF 

OZ 


OP 


0,677 


^ ZF^ . 

Aus der 'trigonometrisoheu Tafel kann jetzt ontiiommoii 
werden. , 

Bei' Hikgoiialboleuchtung ist der Einf allswinkel 
der Lichtstrahlou gegen jede der drei Projoktions- 
fibenen 

DerVorteil dieser Anuahmo bestebt hauptsilcblioh, dariii, 
dafî dieProjeküoneu derLiohtstrablen dufoli blofiesAiilogon 
des Tr/j-Droieokes an die Keifischiene (Bi Ida ch se oder Oi’dnor) 
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louohtet, aiif der aiulern Seite unbeloucbtet — im Selbst 
s chat te 11 . Nur wenn der Lichtpunkt auf der Ebene liegb (di 
Liolitstraldon zur Ebene parallel sind), ist die Ebene auf bcide 
Seiten iiiibelenchtct — im Streiflichte. 

■\VGnii die Liclitstrahlen auf derselben Seite der Ebeii 
einfallen wie die Sehstrahlen, so ist die beleuchtete Seit 
der Ebene sichtbar, im andern Ealle die uobelenohtet 
Seite. Um diesin der Zeichuuug zii untersuchen, legtman ein 
Ebene, welche duroh deu Sehpiinkt und den Liolitpunkt geli 
(welcbo zu den Sehstrahlen und Liclitstrahlen parallel ist 
Üm Z. B. diè Beleuohtiiiig des Dreieokes ABGîüyi de 
Au fri b ZH untersuchen (Fig, 34). legt man die Ebene, weloh 









duroh deu Sehstrahl v und den Lichtstrahl l des Eckpunktesi 
bestiinmt ist. Diese Hilfsebene sohneidet dieDreieoksebene ii 
einerGeradeu e, deren AufriB e” mit?"zusammenfdlltuiidderei 
Grundriû e' sich duroh den Sohnittpiinkt E mit der Seite A ( 
ergibt. BeiEig. 34 a und 34c liegen V und v' auf derselbeu Seiti 
yen e', daheristim Auf risse die beleuchtete Seite des Dreieokoi 
ABC sichtbar. In Fig. 34b und 34d liegen aber V und «'.au 
voisohiedenen Seiten der Geraden e'; es ist also im Aufrissi 
die unbelûuchtete Seite des Dreieckes AB (7 sichtbar. 

Je nachdem die Ebene im Nebenwinkel oder in: 
Wiiikel der einfallonden Stralilen î und v verllluft 
ist im Aufrisse die beleuchtete oder un beleuchtete 
Seite der Ebene sichtbar, 
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§ 8. Beleuchtangsverbaltuisse, 

Es ist dann nicht nolwendig, deii G-rundriB neiier- 
dings Z U untersuohen; demi bei positiver Olmrak- 
teristik ô ist im GrundriB diesolbe Seite siohtbar (Fig. 34a 
imd 34b), bei negativer Charakteristik aber die audere 
Seite (.Fjg.,34o und 34d), lu Fig. 34 sind die vier moglioben 
Fâlle fur Übersicht dargestellfc. Eine Ebene kann namlich 
in beziig auf dasDreikaut, welohes von dem Liohtstrahl l nud 
den beideu Sehstrahlen o und v gebildet wird, die naolOeinem 
Puükte der Ebene gerichtet sind, vier versobiedene Lageu 
annebmen. Wenn die Ebene eine positive Charakteristik 
bat, so schneidet sie die Ver- 
bi n du ngs ebene \ov], welche 
ziir KrouzriCebene parallel ist, 
in einer nach rüokwarts au- 
' steigenden Geradon cl. Dabei 
sülineidet die Ebene entweder 
iüs Dreikaub gar nicht ein; 
dann ist in, beiden Projek- 
tioneu die beleuchtote 
Seite siohtbar, Oder die 
Ebene schneidet vom Drei- 
kante denLiohtstrahlab; dann 
ist in beiden Projektionen 
die unbeleuchtete Seite 
siohtbar, Wenn die Ebene 
eine négative Charakteristik 
hat, so schneidet sie 'die 
Verbipdungsebene [ol»] in einer nacli vorn ansteigeuden 
Geraden cl, Dabei schneidet die Ebene entweder den Seh- 
strahl O oder den Sehstrahl v vom Dreikante ab, Im ersion 
Falle ist im Griindxisse die uubeleuohtete und im 
Auf risse die beleuohtete Seite siohtbar, im audorn 
■ Falle ist es uragekehrt, 

; ' Ziir Üb.ung: JSs ist Abaloge für Untersichfc augzuführon, wobei 

. die Liohtatrnhlon entweder von oben oder von unten kofflmon sollen, 

‘ 3. Sohlagsohatten eines Pnnktos und einer Go- 

, raden, 

Ein leuohtendor PunktiD, ein undurohsiohtigor Punkt P 
^ ' ' auf einer ii ' O- ij h»,, .. ;j oju Sohirm 

j ' von 'der un ■- (’ .!il!‘ !- “imn in,- ABGD seiert im 
1 '.'^ ■ Gïuiid- U'io \.‘iis‘‘' 1'. ‘ lu-, o 

, 'Sohaild, Daratellende Geometrie'I. t • '4 
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D er S oh ni ttp 11 II k t lî cl er Yer bi ii d ii n gsgerad e n des leu ch tei 
den Puuktes L und dos iindiirchsichtigeD Piuiktes P mit de 
gegeheiioii Ebeiie heiCb der Schlagsohatten cl es Punk tes. 
auf die Ebeiie, 

Die Schnittgerade s der Yerbiudungsebene des ieuchtonde 
Punktesi/ und der uiulurchsiclitigen Geradon g mitderEbeii 
heiCt der Schlagschatten der Geraden g auf die JSbeni 

Der Schlagschatten ist in pbysikalischer Hinsicht oin 
dunkle Stelle auf eiiier beleiichteten Plâche, dadurc 
hei’vorgebracht, daû an dieser Stelle das von einem undiirol] 
sichtigen Kdrper zurüokgehaltene Lioht nioht auffalit. Es iî 
daher fur die geonietrisch wohl stets vorhandenen Schatteii 
elenieute zu beachten: 

1. Nur auf der beleiicliteteii Selte einer Flâch 
kann eigontlichev Schlagsohatten auf breton. 

2, Niir wenn der u n durchsiohtige Pun ktPzwisclie’ 
dem Liohtpuükte L und dem Schattenpunkto B liegi 
ontsteht eigeiitliclier Schlagschatton. 

Der eigentliohe Schlagschatten einer Gerade 
begiunt beim Schuittpunkte T der Geraden mit do 
Ebene und geht niir nach einer Seite hin. Er wir 
erhalteii, indem man noch den Schlagschatten eines ander 
Pnnktes der Geraden auf die Ebene suoht. Eine Gerade 
welche zii einer Ebene parallel ist, ergibt eine zu ih 
parallèle Gerade aïs Schlagschatten. Der Schlagsohatten eine 
Selistrahles falit in die Projek tien der Liohtstrahlen, welch 
den Sehstrahl treÏÏen, 

4. Schlagsohatten zweier ebeneii Eiguren auf 
einander. 

Ein Dreieck.d.PC? und ein Parallelogramm DEWQ seie 
als undiirchsichtige Eiguren durch ihre Prolektiouen gegebe 
(Eig, 36). 

Die Schnittgerade g der beiden Eh en en a und d wird ge 
fnnden, inclem man etwa die Sohnittpunkte der Seiten A B um 
•PG des Dreieckes mit der Ebene des Parallélogrammes siiohl 

Nun sei Diagonalbeleuchtung vorausgesetzt. Man such 
ziinhchst etwa den Schiiittpunkt des Lichts trahi es, der durch j 
geht, mit der Ebene ô. Er ist der Schlagsohatten As de 
Punktesi auf ô, Der Schlagschatten der Geradon .ÆP ergib 
sioh nun, indem man den Sohnittpunkt voii AB und g mît A 
verbiiidet. Auf dem Li oh ts trahie des Punk te s P liegt daun Pj 


§ 8 . BeleuchtuQgsverhfiUnisse, 51 

Dem Dreiocke A' B" G” entsin’iobt dann eiu Droieok AsBs Os. 
fiieraus folgt: 

Die Ortliogonalprojektion Giüorebenen Figur iind 
die Ortliogonalprojektion des Schlagsobatteus (für 
Parallelbeleuohtung) dieser Figer aiif eine andere 
Ebone sind perspektiv aflin. Die Affinitatstrahlon 



Da nun iür das Parallelogramui BEFQ wiedor Strablou 
desselben BUndels mit den Ebenen a mid ô znm. Sobnitto 
kommen, niiv claB jotzt z. B, der Pnnkt auf ô und soin 
Scbatten Eg auf a liegt, so bestobt zwischon den Parallolo- 
gram mm D" E'[F" G” w n d D's'E's Es d i o s e 1 b oVe r w a luU - 
sobaft, nur daB die Obarakteristik Jetzt Ijôs ist. Ver- 
bindet inan daher B" piit Ba, suoht don Scbnittpunkt dieser 
Geraden mit der Affinit^fcsaobse g" und verbindet ihn mit^", 

4 * 
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so erhâlt raap aiif dem Affinitâtstrahle vou D" deu ent 
sprecbenden Punkt D's. 

Es ist no ch iiaoh der YorigGU Nummer zu ermitteln, wc 
eigeutlioher Schlagschatten ist. Fiir den Aiifrifî de] 
beiden Figuren deukt man sioh die Bbeue des Sehstrables x 
tmd Lichtstrables l des Pnuktes T der Sobnittgeraden g, Sie 
schneidet die Ebenen ô und a in den Geraden e und dorer 
Grundrisse e' und f sitid. 

Weun die Oharakteristik dj für denAufriJS positif 
ist, so liegen die Puukte A' und A'g auf derselben Seite von v 
und daber die Geraden e' und/'' entweder beideiiuNeben- 
winkelder einfallenden Strablen V undt)'(Fig. 36) oderbeide 
ira Winkel der einfallenden Sti’ahlen V und v'\ dann ist inr 
Aufrisse von beiden Figuren die beleuohtete, bzw. un> 
beleuolitete Seite sichtbar. Wenn aber die Obarak- 
teristik ôs negativ ist, so liegen die Punkte A' und As aui 
versobiedenen Seiten von v', also eine der Geraden e\ f be- 
findetsichiniNeben'ivinkel der einfallenden Strablen V undî;' 
die an dore im "Winkel derselben (Fig. 37). Ira Aufrisse isl 
dann von der eine n Figur die beleuohtete Seite, von dei 
anderu Figur aber die uuboleuohtete Seite sichtbar 

5. fiellestufeu. 

Eine Ebeue, welohe eine rauhe (nicht glauzende), weiBe 
(oder niir wenig gefarbte) Oberflâohe bat, wirft das Lioht naoB 
allen Seiten gleichmaBig ziirüok. Bei Parallelbeleuohtung er- 
soheint eine solche ebeueFigiir ara bellsten, wenn dieLioht> 
strablen zur Bbene normal sind. Mit zunolimendera Ein- 
fallswinkel niramt die Helligkeit ab und wird Null, 
wenn die Liob'ts trahie n zur Ebene par ail el sind. jNonnt man 
die grôBte Helligkeit r, so ist die Helligkeit bei einera 
BinfallswiDkel £ ' 

was seinen Gruud dariu bat, daB das Liohtstrablbündel, welohes 
bei sohiefer Einfallsriohtuug die Flache f trifft, nur mebr einen 
Normalscbnitt f - oos e besitzt. 

Es sei Z. B. eine auf der Auf rifi ebene liegen de, zu V‘ normale 
Gerade a als Aohse ein es Bbeuenbüscbels angenommen 
und die Ebenen seien wie die Blâtter eiues Buobes be- 
grenzt (Fig. 38). Die Einfallslote des Lichtstrables für aile 
Ebenen des Büsohejs liegen dann aufjener Ebene, welohe.dürob 
den Lichtstrahl l gebt und zur AufriBebene normal ist, .Be- 
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§ 8. BcleuchtaugsverhaUnisse. 

traohtet ni an die Ebene als ueiie ProjektionsebeiiG iind logL 
sie auf die AufriUebene iim, so bleibt dor SohnittpnnktOvon a 
uud l uiiverandert. Duroh eineu zweiten PunktP von l erlialt 
man aus P" die Umlegung P= O ” des Liohtstrahles, Etir 
Diagoualbeleuchtiing wahltman den EokpunktPoinesWüyfels, 
weloher O als gegonüberliegeDden Eckpunkt iin,d die Soiten- 
breite r als Kante besitzfc, ,Zu jeder Ebene des Büschols ge- 
liort eiue Spur Normal dazu ist das Einfallslot 
welolies mit 1 ° den Einfallswinkel e bildct. Wahrond die zu l 
normale Ebene die groBte Helligkeit r bésitzt, bat die Ebene 
mit der Spur die Hellig- 
keit /i — r • oos fi. Betraolitet 
man die Streoke 0 ''E^ = r 
als Bild der grdBten Hellig- 
keit uiuHâllt man you P^dio 
Normale zu P, so ist OC^ 
das Ma6 der Helligkeit h 
Zwisohen den Grenzeii 0 
und r denkt man sioh zehn 
flelligkeitstufeii. Teiltman 
den auf liogendon Radius iri 
10 gleiobe Teile, so kann man 
aus der Lage des Punk tes C'^ 
wie von einem MaRstabe don 
Helligkeitsgrad der Ebene e 
a blés en (in derZeiohnungfo"^*)* 

Die AufriBebeuo selbst bat 
eine Helligkeit von nabezu 
-^T 4 You der Ebene cp mit 
der Spur /o ist die unbeleuolUete Soito sichtbar. Durcb 
das von der ümgebung zui'ilckgeworfeno Licht werdon au oh 
die unbeleuobtefcen Elachen in gewissom Maüo aufgehellt. Da 
es aber sobwierig wbre, dieAVirkung der TTmgebung in jedom 
besoiideren Ealle zu beurteilon, macht man oin für allemal die 
einfaohe Auuabme: 

„Das Reflexliobt babe entgegengesetzte Ri o h tu n g 
und halbe Stai’ko,‘* , 

Man teilt daher don auf liegenden Radiiis von etitgegen- 
gesetzterRiohtung in lünf gleiolre Teile. Die von zu Z^ge- 
füllte Normale orgibt für die unbeleuobtete Seite 'der Ebene 99 
'die Helligkeit — r. Auf der Ebene s eutstobt duroh die Ebene 99 



Fie 88. 
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ein Solilagschatten. Der Sohlagschatteu ersoheînt nooh 
diiiîklor al s der Solbstsohatteu, und zwar auf einer 
Flaolie, welolie die groBte Helligkeit aufweist, am 
diinkelsteii; was wohl auf eine IContrastwirkLiiig zniüok- 
zuführon ist. 

In der Z eî oh nu U g wird die verschiedene Helligkeit da- 
durch herbeigeführt, daU die einzelneii FJachenteiIe mit ent- 
sprecheudon Tuschelagen iiberzogen werden. Es werden zu- 
nachst aile Teile mit der dem hellsten Teile eiitsprecheuden 
Lage überzogen, Die dunkleren Teile werden (uaoh dem 
Trocknen) wieclerholt mit derselben oder mit einer cluroh 
Tuscliezusatz verstarkten’‘'j Losung überzogen. 

6. Ebener Spiegel. 

Ist die Ebene glatt, so tritt regelmafiige Réflexion 
(Spiegel un g) ein, Jeder einfallendeLiohtstrahl wird an der 
Ebene so reflektiert, daû der reflektierte S trahi mit dem oin- 
fallenden Strahle uud dem Einfallslote auf derselben Ebene 
liegtund daB derReflexionswinkel demEinfallswinkelgleioh ist. 

Die ron einemPunkte ausgehenden Strahlen scheinen von 
einemPiinkte zurückziikommeu, der auf derNormaleu ebenso 
weit hinter dem Spiegel liegt; wie derPunktvor deraselben. 
,,'Gegenstaud und Bild sind in bezug auf die Spiegel ebene 
orthogonal symmetrisoh," 

ÜbuQgsauf gab en : 1. Daa SpiegelbÜd eines Dreieckes in bezug 
auf eine Ëbenc ist zu suchen. 

2. Es ]8fc der Lichtatrahl zu suchen, woloher von einem Punkte L 
ausgeht und duroh eine Ebene e nacb cinein Punkte' P reflektiert wird 

3. Man soll jonen von L ausgehenden Lichfcstrahl finden, welcher 
durch Réflexion an i^wei Ebenen (etwa Grund- und AufriBebene) 
nach einem gegebenen Punkte P kommt ' 

4. Es ist zu zeigeu, daB parallèle Liohtstrahlen durch einen 
Spiegeioktauten als solohe von entgogengesetzter Richtung znrüok- 
geworfeu werden, 

§ 9. Eckige Korper (Polyeder). 

1. Die ko n vexe Pyramide hat ein gewohnliches Viel- 
eck (olme einspringeude Winkel) als Basis iind einen auBer- 
halb der Ebene liegendeu Pnnkt ^S'als Spitze. 

Bei einem undurchsichtigen Korper ist ein Teil der 
Kanten und Elaohen sichtbar, ein aiiderer Teil misiohtbar. 

*) Versuchehabeu nambch gezeigt', dafi bei mehrmahgem Gobraiiche 
derselben Losung der erzielfce Untersofaied kaum merklicb ist, 


§ 9. Bckige Korper (Polyeder). 6 B 

Der Kantenzug, weloher den siohtbaren Teilvoin imsiclitbaren 
trenut, heifit cler walire Umrifi, seiuo ziigehorigo Projektion 
der scheinbare Umrifi des Kôrpors. 

Fur den AufriB einer konvexeu Pyramide ist die 
Spitze S der Deckpunkfc eines Punktes JS der Basisebene. 
Liegt jS^ TOT der Basisebene (§ 7, i), so ist die Grtindflaohe im 
Aiifiisse unsicbtbâr und alJe Seitonflaoben sind siohtbar, 
wenn JSim Innern des Vieleckes sioh befindet; dagegeu sind 
die dem Punkto A?zngekehrten Seitenflaohen u n si eh tb ar, wonii 
E aufierhalb des Vieleckes liegt, Liegt 8 liintor der Basis- 
ebene, so gilt fur die Siclitbarkeit das entgogengesetzte. 

Im Grundrisse ist für die Siclitbarkeit der Basis nur 
uachzusehon, ob die Cbarakteristik der Fbene positiv oder 
negativ ist; bezügliob der Seitenfiacheii ist statt des Pnnktos JS 
der Leckpiinkt F der Spitze für den GriindriB maBgebend. 

Bei B eleuclitung eines ockigeii KÔrpers is|t oiu Teil 
der Flachen beleuchtot, ein anderer Teil unbelouohtet, Der 
Kanteuziig, weloher den beleuobteton Teil vom unbeloiichteten 
trennt, heifit die Lichtgrenzo des Kôrpers. 

Um die Lichtgrenze einer konvoxen Pyramide für 
Parallelbeleuchtuiig zu finden, legt man don Liohtstralil 
weloher durch die Spitze geht, suoht den Schlagsohatten T 
der Spitze 8 auf der Basisebene nnd zieht die Tangenten 
ans T an die Basisfigiir. Die Berübrungspunkte geben jene 
Seitenkanten au, welche zur Liohtgrenze gehoren; zwischen 
den Tangenten liegt der Schlagsohatten der Pyramide auf 
der Basisebene. 

Wenn der Lichtstrahl zuerst^und dauu 2^ trifft, so ist 
die Basis unbeleiiohtet uiid ^alle Seitenflachen sind bo- 
leuchtet, wenn T im Innern der Basisfigiir liegt; dagogen 
sind die dem Puukte T zugekehrton Soitenfiüchen un- 
beleuohtet, wenn ^PauBerhalb dos Vieleckes liegt. Trifftder 
Lichtstrahl zuerst T und dann 8, so gilt für die Boleuchtiing 
das entgegengesetzte. 

2. Das ko 11 vexe Prisma hat zwei parallèle, kongruento, 
gewohnliche Vielecke als Grundflaohen und Parallèle- ' 
gramme als Seitenflachen. 

Von den beiden Grandflilcbeu ist jene, welche vom Seh- 
strahl zuerst getroffen wird, siohtbar, die andero unsiohtbar. 

Ura die Lichtgrenze eines konvoxen Prismas zu 
finden, Jegt man durch eineii Bokpunkt den Lichtstrahl nnd' 
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siicht den Schlagschatten dieses Puuktes auf der anderon 
Basisebene. Von den beiden Basisfiachen ist dann jene 
b e Ion ch te t, weloho voni Lichtstrahle zuerst getroffen wird. 
Daim sucht man den Schlagsohatteu einor Seiteukante auf dev 
Ebene der unbelouohtefcon Basisfigur uud zieht dazu die 
paralleleo Taugcnten an die Basisfigur. Die Berühriings- 
pimkte ergebeii die Seitenkauteu, welche zur Lichtgrenze ge- 
horen. Zwischeo den Tangenten liegt der Schlagschatten des 
Prisnias auf der Basisebene. Die dem 'Schlagschatten zu- 
gekehrten Seitenflàchen siud unbeleuohtet. 

Jeder audere eckige Kdrper kann auf diese zwei 
G r U n d k ô r P e r d II r c h Zerleguug o d e r Ergîlnzung z u r ü o k - 
geführt Word en. 

Breitet luan aile Elachen eines kouvexen Polyeders in 
eine Ebene ans, so daB man dann umgekehrt durch Ealtung 
wieder die Kdrperform herstellen kann, so erhalt man das so- 
geuanute Netz dos Kôrpers. 

3. Die regelmaBigen Polyeder Platons sind: 

Tetraeder 

Hexaeder Oktaeder 
Dodekaeder Xkosaeder.® 

Es soi! Z. B. das Dodekaeder mit Diagonal- 
boleuchtung abgebildet werdeu (Eig. 39). 

Zuniichst ist das regelmafiige Êünfeok ABGVE ans 
der gegebenen Kante h des Dodekaeders konstniiert, ufim- 
lich das Dreieck AB G ans den Seiten AB— BG=Jc und 

AG=AI >^^-]-^^ Hieraus kann der Mittel- 

punkt O' nnd der Radius r des umsohriebenen Kreises ge- 
funden werden, Das unsiohtbareBasisfünfecfc erscheint um n 
gedreht, so daB die Eckpunkte beider Eilnfeoke iin Gruud- 
risse ein legelmaBîges Zehnock mit der Seite s bilden. 

Dreht inaii das Eünfeck ABGDE iim .dîo Seite AB^ bis 
der GriiudriB des Eokpunktes D nach S' kommt, so erscheint 
die Diagonale AD als r. Dreht man das Eiinfeck einerseits 
um AB nnd audererseits uni AE^ bis die beiden Eignren 
langs der nach abwârts gehenden Kante J.ÆrzusanimDUStoBen, 
so ergibt sich H' ans den beiden Spurnormalen Yon E ■, 
und B. Die Projektion muB den âuBeren Wiukel bel A' ' 
halbiereu, fâllt also in die Verlangerung von and sohlieBt ' 
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mit AB clenWiukeJ — eio, ebeiiso wîe die Zelineok- 
seite, deren Endpunkt auoli aiif dev Spurnormaleo E'B^ 
liegt. DaTaifs folgt, dafi l'S'' = s ist. Ans gleichem Grunde 
ist J' K' = s. Die Diagonale A! J' fallt io die Vorlaugerung 


der Zelineokseite A'L\ und da AS B J eîn Rhombus ist, 
soin. Nun ist das Droiook A!L'8'^A!H'J' 
undUdaher H' J' — r . 

„Der soheinbare UmriB des Dodekaoders ist' ein regel-, 
■inaBiges .Zelineok mit der S cite r.“ 
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Aus und folgt =)•'=+«’>. 

A A 

Die Kanten FQ uiid JK sind im Kaume zueinander normal 
; nnd zur KreuzriBebene paralleJ, Sie ersoheineii im Grundrisse 

als r, bzw. s. Aus der Nebeufigur (39 c) ist zu ersehen, daB 
i die s 6 Kauten im Aufrisse als s, bzw. r ersobeinen, woraus der 

I Aufriû des ganzen Dodekaeders leioht konstruiert werdeu kann. 

i Erweitert man die duroh die Seiten des Eünfeokes ODÆ? 

' uaeh abwarts gebeiiden Machen, so eutsteht eine konvexe 

Pyramide mit der Spitze 8, Pür diese iiudot man (uaoh 1,), 
daB die Plüoben B C8ün A C'D/S'unbeleuolitet, die drei anderen 
I' Seiten flficbe II beleuohtet sind. Daher sind auch die durch B G 

iind CD iiaoh abwarts gehenden Plâcheu des Dodekaeders un- 
1' boleiiohtet, die duroh DE^ EA, gehenden beleuohtet. 

Da Yon zwei parallelen Flaohen eiues konvexen Polyeders 
immer die eine beleuohtet uiid die andere mibeleuohtet ist, 
braucbt man die un ter en fiinf Plaohen nioht von neuein zu 
uutersuchen. 

' Üm auch den Helligkeitsgrad flir die einzelnen Flachen 

zu ermittelu, kann man durch den Mittelpunkt O den Lioht- 
strahl legen, f orner die 6 Normalen zu den Plâchen. Bine 
solche Normale trifft die Flache im iCittelpunkte M des Pünf- 
eokes, Legt man die Horizon talebeiie duroh il/, so wird sie 
vom Lichtstrahle in einem Punkte N geschnitten. Der Winkel 
il/O ist dann der Einfallswinkel der Lichtstrahle n gegen die 
PJache, welohe il/ als Mittelpunkt besitzt. Zeiohnet man eineu 
Kreis (Pig. 39 b) mit dem Eadius Oil/=f -J-s/g, suoht die 
wahre GrôBe der Strocke OJSf und maoht dann die den einzelnen 
Placheii entsprechende StreckeiV'il/'saALH, so ist MON die 
wahre GroBe des Einfallswinkels. Teilt man den in die Riohtung 
' ^ von ON fallenden Durchmesser von O aus naoh links in 10 

. und naoh reohts in 5 gleiohe Telle und fallt mon von den 
'il einzelnen Punkten il/ die Normalen zura Durchmesser, so er- 

hklt man die Helligkeitsgrade, Z. B. für die Plaohe AEFQH 
, findet mau ungefâhr 0,9 - r, für die liorizontale Plache nahezu 

' 0,6 -r, In die dunkelste Zone 01 der unbeleuchteten Seite ge- 

' ,, horen zwei Plachen, namlioh jene, welohe von B G naoh ab- 

warts geht, und jene, welche von JK naoh reohts gelit. Es ist 
auoh zu bemerken, daB die duroh CB gehende Plaohe infolge 
des Reflexlichtes eigentlioh etwas heller ersoheint als die be- 
, 1 , leuchtete Plaohe, welohe duroh BE gehtd® 


§ 9. Eckige Eoriier (Polyeder). 69 

Übungsaufgaben: 1. Ein gcgebeues Viereck soU der 

GrundnC emes Tetraeders aeiu, bei vrelchem die Eltiehe C gleichseitig 
und die Elache^CD gleichschenkelig ist mit S, C oder D ftls Spitze. 

2 Es ist ein regelmnBiges Tetraeder abzubildoo, von wolchom dei* 
GrundriÛ emer Dreiecksflacbe und der Aufriû eines Eckpunktes diesor 
Flücbe gegeben sind. 

3. Es ist ein auf der Grundebeue aufgestelltes, normales Parallel- 
epiped nach einem Quadrate zu schneiden, 

4. Es ist ein Ikosaeder so abziibllden, dab die Verbindungsgerado 
zweier gegenüberliegender Bckpunkte zur Grundebeiie normal ist, Man 
soll die Dia^onalbeleuchtung ansflibrea. 



4, Mil’ manclie Aufgabeii ist die Eiiiführung oiiier 
Deuenj uiolit parallelen Aufrifiobone (odor Grundebone) 
vorteilhaft. Ist fui' ein eu Piinkt P dur ch soi u en GrundriB P' 
geheud der neue Ordner und auf diesem die neue Projektion P'' 
gewablt (Pig. 40), so fin d et man fur einen andoren Puukt Q die 
neue Projektiou Q°} indem man durob Q' die Parallèle zuni 
ei'stgewablten Ordner P'P'' zieht und auf dieser den Punkt (3" 
s O ermitteit, wie es déni flobeniinterscüiede s des Punk tes Q 
Über O der un ter P entsprioht. 

Sollen Z. B. für das in der letzton Anfgabe (4,) erwaluito 
Ikosaeder die Sobnittpunkte mit oiner Geradbii g ge- 
fu 11 de II werden, so wahll man oine Ebeno, 'welohe dur oh g geht 



60 I- Raumelomonte, ebene Fignren und eckige Eorper. 

uncl znr Grundebone senkrecbt ist, als neue Projektionsebene 
(Pig. 40). Sio schneidet cl as Ikosaeder in eiuer Figur, welohe 
in der noueu Projektion in wahrer Porm und GrdBe ersoheint. 



Die neue Projektion der Geraden ergibt sioh aus zwei 
passeiul'gewâhlten Pi^nkten Sie trifft die Sohnittfigiir 

iu uncl P®, woraus man deu GrunclriB und den AufriB der 
Soiinittpunkte S, T finden kann. 
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§ 9. Bckige Korper (Polyedev), 

Soll die Schnittfigur des Ikosaeders mit einor 
Ebene gefiinden werden, welolie etwa dureh zwei Horizon- 
tale lij und-7ijj gegeben ist, so wahlt maii eine Ebone, weloho 
zu h seiikreeht ist, als neue Projektionsebene. Anl dieser 
' erscheint die Ebene bloB als G-erade, weshalb si oh die ne lien 
Projektiouen der Scbuittpuukte der Ebene mit de n eînzelnen 
Kanton unmittelbar ergeben, 

5. In Eig. 41 ist eine sogenannte ÏÏolzverbindung mit 
Diagonal b eleuoh tu ng abgebildet. Die einzeinon Balken 
haben aïs Norraalschuitte Quadrate mit den Seiten 26 om, 
bzw. 20 om, wobei fur die Zeiohnung eineVerkleineiung von 
1/35 vorausgesetzt ist. Die ers tore n aind s oh on aufreohte, -vier- 
séitige, konvexe Prismen; dm letzteren kdunou duroh Er- 
weiteningnaoh oben zii sohiefen, vierseitig0n,konv6xen Prismen 
ergknzt werden, TJm die Belenohtiingsverhâltnisse dos naoh 
vorne gebenden Balkens zu finden, sucht raan den Sohlag- 
schatten der SeitenkanteHPauf die Basisebene, namliohHPi. 
Die parallelen Tangenten an das Basisrechteok ergeben die 
zwei Seitenkanten, welche zur Liohtgrenze gehdren. Von den 
unbeleuohteten Elachen ist keiue sichtbar. Der Sclilagsohatton 
der Basiskante PP auf die Grundebene ist eine gleiohe und 
parallèle Streeke (§ 8, s). Dieser Sohlagschatten gebt aber 
bei P auf die vordere beleuchtete Placho des zweiton horizon- 
talen Balkens über und gebt naoh JS. Eiir dieson zweiten Balken 
ist die Seiteukante B Q benützt. Eür das sohiefo Prisma er- 
gibt die Seiteukante DP auf der Ebene des Basisrechteckes 
den' Sohlagschatten ,DPg, welober hier in die Seito dos Reoht- 
eckes fallt, Daber siud die soliief ansteigendou Elâohen im 
Streifliobte. Eiir das zweite schiefe Prisma ergibt die S cite n- 
kante 1)8 den Sohlagschatten BSs', zu wolohem mau die paral- 
leleu Tangenten au das Basisrechteok zn zi oh en hat. Die 
Hante JS T des aufreoht steheudeu Balkens wirft no oh oinen 
SchlagschatiDü auf die vordere heleuoliteto Eliiohe dos sohiefen 
Balkens; er ergibt sich ans dem Sohnittpuukto der Spur der 
Liohts trahi ebene und der Geradon CB'. 

In Eig. 42 ist oin Viertel einer Doppelankerplatte (im 
MaBe 1 ; 6 vorkleinert) mit Diagonalbeleuobtung abgebildet, und 
zwar der AufriB, KreuzriB (nur bis zum Schnitte s) und über- 
si eJitgrundriB mit Diagonalboleuchtuug von obon, 
ferner ein lIntersiohtgraïulriB mit DiagonalbeLeuob- 
tuDg v'on un te U. Der Sohlagschatten P* dos Punktes P Mt 




Plg. 42, 


. Um die Ansc'Iiauliohkeit des Bildes nooh zu er- 
hohen, werden stofflioh versoliiedene Korpor oder 
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Bestanclteilo chiroh bestimra te Farbon •*) gekeiiu- 
zeiolinet. Naobclem nanilicli clio BelBuobtungsverhflltnisse 
clurch Tusoholageo nachgeabmt sind, wird nocb das Bild des 
ganzeü Korpers oder des betreffendeu Bestaiulteiles mit einoi* 
sobwachen Lage der dem Material eiitspreobenden Farboüber- 
zogen (oiü Sobnitt mît eiuer etwas starkoreu Lage). 


■*■) Es -wifâ 
Holz 
0ufieisen 
Sohmiedeeisea 
Stahl 
Bronze 
Steiu 
Ziegel 
Bamm 
Einschnitt 
Plateau 


ge^ohulich angedeutefc: 
clurch Gummiguttî mit gebr, Sienna, 

„ graue Neutraltiufce mit wenig Berlinerblau, 
„ Berlinerblau mit weuig K outrai tinte, 

„ Violett (Berlinerblau mit wenig Karmin), 

„ Gummiguttî, 

„ grnue Neutraltinte mit gobr. Sienna, 

„ Êaroiin mit Gummiguttî, 

„ Zinnobergrün, 

„ gebr. Sienna, 

„ Gummiguttî. 



• IL Abschmtt. 

Kugel, Zylîndcr, Kcgcl. 

IJmriB. Schnitt mit eiuer Geraclea und einer Ebene, 
BeleuolituDg. 

§10. PolaritSt und Antipolaritilt für Kreis und Kugel. 


1, lü bezog auf einen 
Kreis [0,^] eDtsprioh.t jedem 
Paokte P eiae Gerade jp, 
so daB 

1. OF±p, 

2 . OPxOv — Ji^^st, 


In bezug auf einen Kreis 
[O, Je] entsprioht jedem 
Piinkte P„ eiue Gerade 
so daB , 

1. OP^J-Pnj 

2. OFnX Opn = — Je^ ist. 


Sffa 





Fig, 43 a. 


Dan 11 heiBt 
P der Pol von p und 
P die Polare von P. 

Eür einen auBeren Punkt 
P ergibt siob die Polare p 
als Yerbinduogsgerade der 
Berübrungspunkte Tj^ Tjj- 
der Tangenten aüsPan den 
Kreis. 



Fig. 48 b, 


Bann heiBt 

P„ der Antipol Yon pn und 
Pn die Antipol are von P„. • 
Eür j e d e D Punkt P^ ergibt 
sioli die Au ti polare p^, indem 
maii’ den za OPn normalen 
Halbmesser 00^ = Je zieht, 
in 0^ die Normale zu O^Pn 
erriebtet; dann ist p^ im. 
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Fur d en i n n e r e a P u □ kt S oh n i ttp nnkte P4 n o rm al zur 
P' ist die Polai’e j/ die Nor- G-eraden OPn> Die Anti- 
male in P zn OP, polare liegt auoh ^ sym- 

metrisch zur Polaren 'p in be- 
zug auf den Mittelpuukt O, 
DiePolare eines un eigen t- Die Autipolare eines un- 
lichen Puuktes TJ ist der zu eigentliohen Punktes U iat 

O TJ normale Durohmesser. der z\x O TJ normale Buroh- 

Bie Polare des Mittel- messer. Bie Autipolare des 

punktes O ist die uneigent- Mittelpunktes Oistdie.un- 

liche Gerado ii. Rückt der eîgentliohe Gerade u, 

Punkt P auf den Kreis, so 
werden die Punkte Tj und Tjj 
benaohbarte Punkte und die 
Polare wird zur’ Tangente. 

Bie Polare eines Puuktes Bie Autipolare*) eines 
T des Kreises ist die Tau- Punktes Odes Kreises ist 

gente t für diesen Punkt; die Tangente des diamétral 

der Pol einer Tangente < liegondon Punktes D, 

ist ihr Berührungspunkt T, 

Bewegt sioh der Punkt P(P,t) auf der Goraden 
nach Q{Qr^ uud fallt mao von P'fPn) die Normale 
auf OQ(OÔrt)} wodurch sich der Sohnittpunkt Q'(Q4) er- 
gibt, so ist 

OPQ oo OQ'P' OPn Qn^O QkPk 

OP\ OQ^ OQ’xOP' OPnxOQn^OQk\ OPk 
0PX0P':^0QX0Q' OPnXOPk^^OQnXOQk 

OQXOq=^'h'\ 'OQnXOqn=~lf, 

d. -h. die Polare von Q ist q d. h. die Antipolare von Qn 
und geht also duroh P', ist qn> 

Wenn ein Punkt P{Pn) eino Gerade besohreibt, 
so dreht sioh seine Polare_p (Antipolare^;») um den 
PoJ (Antipol) der Geraden und umgokehrt. 

Anders ausgeaproohen : 

Ber Pol (Antipol) der Verbindungsgerade zwôier 
Punkte ist der Sohnittpunkt der Polaren (Anti- 
polaren) dieser Punkte (Bresse^^). 

*) Die Antipolaritat in bezug auf den Kfeis [0, Æ] ist eigféntUoh 
die Folaritat m bezug auf einen Kreis mit dem Mittelpunkte O und 
einem imaginaren Halbtuesaer Ici, ' 

Sohmld, Dftrstellende Geometrie I. . 
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II. Kugol, Zylinder, B^egel. 

Punkte, 7011 welcheu jecler , Gerade, tou ^7eloÜ0lî jede 
auE der Polaron des anderen diirch den Pol der andereu 
liegt, lieiUeü k o ii j u g i e r t e geht, heifion konjugierte 
Punkte. Gerade. 

KonjugierteDurcbmesserdes Kreises siiid zueinauder 
normal. 

3. Sind zwei Streoken .4(7 uud AJ) gegeben und suchtmau 
den ïïalbieriiugspiiukt 0 der Strecke GJ), so beiBt die Streoke 

AC+AD 
^ 0 = — 2 — 

das aritbmetisobe Mittoi fur AG and AD. 

Zeiobnet man iiber GD als 
Durobmesser oinen iCreis und ziôbt 
man ans A die Berübrungstreoke 
AT, so ist 

ÂT=YA~GXAD • 

das geometrisobo Mittel für.4(7 
und AD. 

Die Normale von T auf GD oder die Polare des Punktes .4 
in bezug auf den Kreis soluieidet GD im Punkte B. 

• . âbxâo = Tt\ 

Duroh Einsetzeu der obigen Ausdrücke wird 
AGXAD 



AB^ 


AG+AD 

2 


1 

1 

^ H 

1 

AB " 

" 2 

AG^ 

AD 


und 


Die Streoke AB heiOt das barmonisobe Mittel fiir AG 
und AD. Der Puukt B beiBt der vierte barmoniselie 
Punkt zu A in bezug auf G und D. 

Bsistimmer aB<AT<AO. 

Besoudere Pâlie: Der Halbieruugspunkt 0 einer 
Strecke GD ist der vierte barmonisobe Punkt zum u neige u't- 
licben Punkte TJ der Geraden in bezug auf die beiden End- 
punkte G, D, Rüokt A naoli (7, so kommt auob 'der vierte 
barmonisobe Punkt B nacb G. 
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§ 10. Polaritat uud Antipolantat fnr Krois untl Kugel. 

WerclGu die vier harmonisohen Piinkte ortliogoual auf eiiie 
Ebene projiziert, so ergebeu sich wieder vier liarinonisohe 
Pnukto, da jede der drei Strocken AB^ AC, AB mit dem- 
selbeo Eaktor miiltipliziert wird, wobei der obige Ausdruok 
ungeandert bleibt. 

3. Dreht inau die Eig, 43a iim die Grerade OP uud zwar 
um den "Winkel jr, so entstebt aus dem Kreise eiue Kugol [O, lî\, 
ans don Tangenten FTj uud JPTjj der Beriihrungskogel 
des Pimktes P (für eiuen uneigentlichen Puukt P«. der Be- 
rühruugszyiinder) an die Kugel, aus den Berührungs- 
piiukten Tj^ und Tjj- der zugehcirige- Berühruugskreis und 
aus der Polaron j) die zu OP normale Bbone n dieses Be- 
rUhriiugskreises. Man uenntPdeu Pol der Ebeno?z uud die 
Polarebono des Punktes P in beziig auf die Kugol [0,7(5]. 
Die Polarebeneji' des inneren Punktes P' gobt duroh y' und 
isfc normal zu OP'. 

DiePoiarebene eiues unoigentlichou Punktes istdio zu OP 
senkrechte Diamotralebone. Die Polarebene des Mittelpunktea 
ist die uueigoutliohe Ebene. Rückt der PunktP auf die Kugel 
solbst (uacb O— P), so wird dioPolaro_p zur Tangente t ftir T. 
DurchDrehungdieser Tangente entstebt oineBbone, welohoalso 
dieTangeuten aller durch Pgebeuden Schnitte der Kugol entbalt, 

Auch bei einer beliebigen Plüolio liegeu die Tan- 
genten an aile duroh einen Elâchenpunkt P gehondon 
Linien der Elilche ini allgoinoinen auf eiu'er Ebene. 
Diese Ebene heifit dieTaiigentialebener (lorEIaclie und 
T heifit ihr Bortthruugspunkt. Die Gerade, wolohe iin 
Berühruugspunkte T zur zugehôrigeu Tangontial- 
ebene t normal ist, heifit die Flilchonnormale flir T, 

Die Polarebene eines Punktes der Kugel ist dibTangontial- 
ebene; derPol einer Tangentialebene istilirBerührungspunkt. 

Wenn der PunktP die Geradeja'besohreibt, so dreht sich 
die Polarebene nm die in P' zur Zeichonebone normale Ge- 
rade r. Solche Gerade wie jj' und r hoifion Polargorade. 

Es ist hier 

OPJ_ 71 ^ . v' 

OPXOjr = 7(52 Op'XOr^lc^. 

Von der Eig. 43 b kommt man in gleicherWeise zur Anti- 
polaritat in bozug auf die Kugol [0, Jfe], 

^ Legt iiian duroh P eine Ebene, welche die Spur bat 
(Eigréé) uud zur Zeiohenebeiie senkreoht ist, so sohnoidet sie 

5 * 
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IL Kugel, Zylinâer, Kegel. 



die Kugel iii einem Kreise mit dem Durohmesser deu 

Kegel iu zwei Erzeugenden FT^ und die Folpebeno n in 
eioer Geraden welohe iu F^ zu e,, senkreoht ist. Die Um- 
legnng dieses Sohnittes ist in der Figur gezeiohnet. Da nun P® 
der vierte barraonische Punkt zu F in bezug auf und 
ist, so ergibt sioh: „Auf allen Strahlen duroh einen Punkt P 
liegen die vierten barmonisohen Punkte zuPin bezug auf die 
Sohnittpunkte und P° des Kreises auf der Polaren 
Durob Drehung derPigur lâBt siob derSatz wieder auf, die 
Kugel übertrageii, 

„Auf allen Strahlen durcb einen Punkt P liegen die vierten 
harmonisoben Puukto zu P in be- 
zug auf die Sohnittpunkte G° mà 
P® mit der Kugel auf der Polar- 
ebene 7?,“ 

Pür den besonderen PalI, daB 
P ein uneigentliobor Punkt ist, er- 
gibt sicb: 

„Zieht man zu einem Duroh- 
î-ig, 44 , messer ein es Kreises (einer Kugel) 

parallèle Sebnèn, so liegen die 
Halbierungspunkte dieser Sehuen auf dem konjugierten Durcb- 
messer (auf der konjugierten Diametralebeneÿ* 

§ 11. TJmrifi; Flkchenpuiikt) Taugçntialebene, FlHclien- 
normalej Beziehung zu einer Geraden. 

1. Die Berührungslinie des von den borühreiiden 
Sehstrablen gebiideten Kegels oder Zylinders beiBt 
derTrahreüinrifiderPlkobé, Pür eine'konvexePlfloheister 
die Grenze des siobtbaren; und unsichtbaren Telles deiPlüçhe,' 
DîeSobnittlinie diesesKogols ode'r'Zylinders mi.f 
der Proj ektionsebene heiBt , der scheiubare UmriJB.' 
DieS‘'“'" ' 

von (.«■•• 
liegt.'. I! 

p:;- 

Kugel 
strahlen 
Kugel, 


ist ris- T' ob d'f P"' r; 
‘ l"! l.ri'lf' ■ .1 ;\l . 
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pxinktes, also auf der zii deu Sehstrahlen normalen 
Diametralebene der Kiigel liegt. 

Eiir Orthogoualprojektion wird diese Ebene zur .Pro- 
jektionsebene parallel. Der Schnitt des Sehsfcrablenzylinders 
mit dei* Projektiousebene ist daher ein kongrueuter Kreis. 

Eür Orthogonalprojektiou ist der sch^einbare Um- 
ri'û einer Kiigel ein Kreis mit der Projektioo dos 
Kugelraittelpunktes als Mittelpunkt und doin Halb- 
messer der Kugel als Radius. 

Ist nun eine Kugel durch ihren 
Mittelpunkt 0(0', 0") und ihren 
Radius r gegoben (Fig. 46), so 
konnen dieUmrissefürGrruud- und 
Au MB sofort gezeichuet werden. 

Der AufriB des horizontalen Um- 
rifikreises fâllt in die Horizontale 
y" duroh 0” und der GrundriB des 
vertikaleu ümriBkreises liegt auf 
der Horizontalen y' durch 0'. 

Man kauu sich die Glrund- und 
AufriBebene zunachst durch den 
Mittelpunkt 0 gehend denkon. Da 
würden die beideu UmriBkreiso 
sicbd.v'V’n. -n.-iYf i.d ”.,'.l:.- 
G-rund'i'.-'’ ' uni ii': S Oh 
uimm: tb 'ii •! y-.\ *li-‘ -h.- /.a. ' 

Lagen J/’ und y" ûn. 

' 3. FürjedePl&cho ist zunachst 

die. Aufga'be der Inzidenz von 
Punkt und Flâohe zu Ibsen. Es soU also auf die 
‘Kugel ein Punkt T gelegt' werden*). 


*) Fur ieâen Punkt T{x^y^is). l^ugel, bezogou auf das duroh 
den Mittetpuukf; 0 gehende Aohsehsysten], ist 

ic? + ÿ’ + = r*, 

wooiit luan die Glleichung der Kugel gofunden hat, Dividierfc 

■ man die Gleichung duroh î** und beaohtot, daB die Kosinns der 

, 1 Ÿ V r . 

Winkel «, ô, y sînd, welcbe dar fladiuE des Punktes T mit den Aohsen 
bildçt, so findot man, daü , ' 

cos «®H-C03 ^*+cos = 1, • ' , 



Fig, 46. 
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IL ' Kugel, Zylinder, Regel, 

Ba kauo eino Projektion z. B. T" gowalilt worden; man 
soll die andere Projektion, clen Grundrifî, finclen. Duroh T" 
ist dor ziir AufriBebene normale Sehstrahl bestiniint. Dieser 
schneidet die Kugel in den zwei moglichen Punkten /S'und T. 
Es liegt also eineAufgabe 2, Grades toi, wolche mitLineal 
und Zirkel gelost werdon kann. Man legt (Fig. 45) durch 
den S eb s trahi v die Ebene, welcbe zur Gnindobone 
parallel ist. Sie schneidet die Kiigel in einom Kreiso, dessen 
AiifriB die durch T” gehende, horizontale Sehno des üinriB- 
h-eises ist. Sein GruudriB bat die halbo Sohne als Badins 
und O' als Mitteipunkt. Er schneidet den Ordnor des Punktes 
T” iu deâ Grundrissen S\ T. Man kann auoh durch v 
die Ebene legen, welohe durch den Mitteipunkt O geht. 
Sie schneidet die Kugel iu einem GroBkroise, Legt man 
die Ebene auf die Ebene des Tertikalen UmriBkroisos um, so 
kommt der GroBkreis mit déni UniriBkreise zur Dookung. 
Ber unigelegte Sehstrahl u'' ergibt die Unilegungen 
der beideu Schnittpuukte. Daniit ist die Strecke gefunden, 
lira welcbe die Puukte Sy T hinter, bzw. vpr der Ebene des 
vertikalen XJmriBkreises liegen. Durch Übertragon dieser 
Strecke auf den Ordner des Punktes T" von y' ans orhalt 
man die Gruudrisse 8', T’, 

'Weun T" den scheiubaren ÜmriB einer Flache 
(iu einem gewohnliohen Punkte) üborschroitot, 
werden die Sohnittpiinkte dos zugohbrigeu Seh- 
■strahlos mit der Flache paarweise imaginai’. 

3, Ftir einen Puukt T der Kugel ist die' Tan- 
gentialebene t zu konstruieren. 

Bie Tangentialebeue der Kugel ist zum Radius 
des Berühru ngspuuktes senkreoht. 

Legt man in 8^ und die Taugenten s“, an den um- 
gelegteii GroBkreis (Fig. 46), so ist ihr Schnittpunkt 1\ die 
Spiir der Tangeuten s, t auf der Ebene des ÛmriBkroises, 
Zieht man iiiin durch die Normale zu O” so orhillt 
maii die Spur ^ der Tangentialebeue x für den Puukt T 
(und der Tangentialebeue o für den Piinkt 8) dor Kugel 
auf der Ebene des TJrariCkreises, lu gleioher Weise ergibt 
sich die Spur Ba muB der Schnittpunkt yoii ty mit der ‘ 
florizontalen und der Sobnittpnukt von i^’init der Hori- ' 
zontalen y" auf einem Ordner liegen. Ans dieser Konstruk- 
tion ersiebt man: 
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Die Spur eioer Tangentialebene einer Kugel 
auf clor Ebene des UniriiJkreises ist die Polare der 
Projektion des Bertihriingspunktes. 

Wenn eiu Punkt P den Sebstrabl d beschreibt, so dreht 
sioh die Pôlarebene um die Gerade t^. Diese Polarebenen 
haben also auch ^ als Spur auf der Ebene des Umrifikroisos. 
(Die Spur ist die Polargerade des Sebstrahles v) 

Die Spur der Pôlarebene eiues Punktes in bezug 
auf die Kugel auf der Ebene des UrariJJkreises ist 
die Polare der Projektion 
des Piinktes. 

Der zum Berübrungspunkte 
T gelidrige Radius ist; die 
Elachen normale der Kugel. 

Der nach auBen gebende Teil 
derselbeu ist hier, wie der 
Punkt T selbst, im Grund- uud 
Aufrisse sicbtbar. 

Beziehuug der Kugel 
zu einer Geraden. 

a) Es siud die S ch ni tt- 
punkte einer Geraden r 
mit der Kugel zu suchen. 

Man legt durch die Gerade 
r eine Ebene, z. B. eiue solche, 
welobe zur AufriBebené normal î/' — 
ist. Sie scbneidet die Kugel in 
einem Kreise, weloher îm Aiif- 
risse als Sebne des Urntifi- 
kreises erscbeint. Durch Um- 
leguug der Geraden und dieses 
Sohnittkreises auf die Ebene dos UibriJikreises (Fig, 46) erhdlt 
mau die Umlegungen j9®nnd T® der beidon Schnittpnnkte, 
woraus man ibreu AufriB und GnindriB findon kann. 

fi) Es ist zu einer Geraden p die Polargerade t 
zu finden. 

Mau sucht die Schnittpnnkte P^ und P^ der Geraden ÿ mit 
den Ebenen der beideo UmiiBkreise. Die Polare von in 
bezug auf den ersten ümriBkreis ist die Spur der zur (inind- 
ebeue nonnalen Pôlarebene des Punktes Pj in bezug auf die 
Kugel Diese projizieren de Pôlarebene muB die Polargerade 
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etithalteo; daher ist joue Poiare sohon der GrruiidriB r' clor 
Polargeradeu f von Ebeiiso ist die Poiare von ^5 in 
bezug auf deii zweiten UmriBkreis der AiifriB v' der P olar- 
geradeur von 'p, Man legt nun duroh r die Hilfsebene, welohe 
znr AufriBebene normal ist. Sie sobneidet die G-erade p in 
einem Pnnkte B und die Kugel in einem Kreise. Die Ebeue 
legt man aiif die Ebene des XTmriBkreises um und zieht danû 
aus dem Punkte B'^ die Taugenten an den Sohnittkreis. Die 
Yerbiüduügsgerade der Berührungspunkte ist die Um- 

legringr^derPolargeradenr. Die Punkte für welche 
man sofort die Pxojektionen S”, T" und 8\ T' fin den kann, 
sind die Sohnittpunkte der Polargeraden r mit der 
Kugel*). Die Punkte 8 unà T liegen auf der oberu Hlilfte 
der Kugel, daber ist die Gerade r im Grun drisse gleiob bei 
der Ein- und Austrittstelle siohtbar. Der Punkt 8 liegt 
auf der rüokwartigeu, T auf der vordoreu Hklfte der Kugel; 
daber wird die Gerade r imAufrisse nioht hoi8, sondern erst 
beim Umrîsse siobtbar. 

)>) Es sind die Berührungsebeuen aus eiuer Ge- 
raden p an die Kugel zu legen. 

Die eben gefundeuen Punkte 8^ T sind schon die Be- 
lübrungspunkte der zwei duroh gebenden Borilbrungsebenen. 
Die Spuien auf der Ebene des ersten TJmriBkreises sind die 
von P, zu O' 8' und O' T' gefkllteu Normalon; die Spuren auf 
der Ebene des zweiten TJmriBkreises sind die clurob P„ geben- 
den Normalen zu 0" 8” und 

Eine Gerade mit reellen Sobnittpunkten gibt imagi- 
ukre Berührungsebeuen und eine 'solohe mit' imaginHreu 
Sobnittpunkten reelle Berühruugsebenen. 

5, Durch Beweguug einer Duroh Beweguug einerGe- 
Geraden langs , einer Liuie, so, 11 1 ”i! 1 :!.■■■ T îi'i., '•••. d*!'’ 

daB sie stets parallel bleibt, -«i.) '(“li; ii i :• l’i.t-K 

entstebt eine Zylinder- ..:i-i»*' .r . I\ -.V» ’ *}n . 
flaobe, Die einzelnen' I )'-5 i ’i '■ 'n* .* (.ig;!i 'î-i (>■- 
Lagen der Geradeu héifien 1 . ■ > '•}> •' l'.i/- u;;-- 

Erzeugende. . :*r|.i |..•||;: (:;■ Sni /r. 

Ist die Linie ein Kreis, so 1» ..i* i/> .i* i/w !<• -is -■, 
beifit die .. K^ei^zyliu- *'■ U'.! d ■' “li • I\ » 'k- ! ' 

*) ^ ■ ' «! '/ "I i<“i l'ii’l II '.-O , ‘r ' /', 

so erhai i!.y ne .ui 
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clor“ und zwar norinaler und zwar normale! (auf- 
(aufreohter) odersohiefer rechter) oder sobiefer 
KreiszyliDcter, je nachdem *■ Kreiskegel, jenaohdem die 
die Erzeugendeu zur Kreig- YerbindungsgeradedesKreis- 
ebone normal sind oder schîef. mittelpunktes mit der Spitze 

zur Kreisebone noimal ist 
oder gobiof. 

Der normale Kreiszylinder und der normale Kreiskegel ent- 
steben auob durcb Drehung einer Geraden, wolobe zur Dreh- 
aobse z parallel ist, bzw. sie noter einem Spitzwinkel ^ scbueidet, 
wesbalb sie auob Drebzylinder und Drebkegel beiBen, 
JederPuukt derGeraclen besohreibt dabei eînen Parallelkreis. 



gentialebeue, welblie die ElUohen in allen Piinkten 
von e berübi’t. Die berilbrenden Sebstrablen ' liegon auf 
zvvei Taugentialebeuen, welche zuriAufrifiebene normal sînd, 
Ibre Berilbrungserzeugonden bilden den wabren üm- 
riC der Pliioheu, die Projektionen di^sor Erzeugendeu den 
sobeinbaren TJmriB. / * 
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II, Kugel, Zylinder, Kegei. 

Hat mau fiir einen Flaohenpunkt T wieclor den AufriÛ 
T" gewahlt, so miiB der GrundriB T' beim Zylinder aiif 
dam G-nindkreise liegen; er ‘ei’gibt sicli also sohon durch 
einen Ordner. 

Duroh jeden JFlaohenpunkt T go h t eiiio Er- 
zoiigeude nnd eiu Paralleikreis. Fiir deh Kegel kaim 
man daher T' findeu, iudem man ontweder duroh T” den 
AufriB e" der Erzeugeuden ziebt iind aus den Çirundi'jû e' 
findet, aiif welobem T liegen inuB, Andororsoits kaun man 
durch T" die Horizontale ziehen, welche den AiifriB des 
Parallelkreises vorstellt. Der Grundrifi des Parallelkroises 
bat M' als Mittelpunkt und M" Tq als Radius. Auf îhm er- 
geben si ch durch den Ordner zwei mdgiiche Punk te T'. 

Die Taugentialebeue t für den Punkt T hat beim 
Zylinder die Tangente bei T' an den Grundkreis und beim 
Kegel die Tangente bei au den Grundkreis als Spur. 
Die Flaobennormale w kaun für den Zylinder als Radins 
T O unniittelbar in der Abbildung gezeichnot werden. Beim 
Kegel kann die PlàcheuDormale fttr den Punkt derUmriB-' 
erzeiigendeu unmittelbar gezeiohuet werden. Sie sclineidet die 
Drebacbsein einem Punkte G, durch welohen au oh die Fliiohen- 
uormaJe des Puuktes Tgehen miiB, 

Fine Gerade ergibt zwei Sohnittpunklo. Um diese 
zu finden, legt man duroh die Gerade^ eine Ebene, wolohefür 
den Zylinder zn den Erzeugenden parallei ist, ’ Sie sohneidet 
den Zyliuder in zwei Erzeugenden, auf welolion sioh die 
Punkte R und 8 befînden. Bei der Aiistrittstelle 8 ist die 
Gerade im Aufrisse nooh unsichtbar. Beim Kegel legt man 
durch die Gerade^ eine Ebene a, welche duroh die Spitzogeht, 
iudem man durch /S' eine Gerade p parallei zu g zieht. Die 
Yerbindungsgerade der Punkte Gy und Fy ist die Grunclspnr s,, 
Sie schneidet den Grundkreis in Ay nnd By, Die Ebene o 
sohneidet den Kegel in den Erzeugenden und By8y 
welche auf g die Schnittpunkte Q und liefern. Bei do Punkte 
siud im Giimd- und Aufrisse sichtbar, also au oh die Gerade 
gleioh bei der Eintritt- und Austrittstelle siolitbar, 

Übuugsaufgaben: 1, ‘Ba aind die aoheinbaroo Umrîsae der 
Eugel zu Bucben, welche 

«) duroh Vier gegebeuQ Punkte §) vier gegobone Bbenen ' be- 
geht (einem Tetraeder umachrieben rührt (einem Tetraeder einge<* 
iat) [ILoaungjj achrieben iat [Û Loaungen]} 
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y) durch drei gegebeoe Punkte J) drei gogebene Ebenen be- 

geht nnd eine.gegebene Ebeoe be- rübrfc und durch einen gegebenen 
rührt [2 Loaiingen] ; Punkt gehfc [8 Loaungen, 2 oder 

P reellejj 

c) durch drei Punkte geht und Ç) drei Ebenen und eiue Gierade 
eiue gegebeno Gerade berührt berührfc [8 liosungen, hoohstens 
[2 Losungen]; 8 Paare reell]; 

rj) drei Gerade einer Ebene und if) drei Gerade, die durch einen 
eine auBerhalb liegende Gerade Punkt gehen, und oine nioht durch 
berührt [8 Losungen]; den Punkt gehende Gerade be- 

rlihrt [8 Losungen]; 

/) vier Gerade berührt, die ein wiodsohiefesViereok bildon [8 Losungen] ; 

x) durch zwei gegebepe Purtkte geht und zwei gegebene Ebenen be- 
riihrt [4 Lüsungon],^® 

2. Zwei Punkte ri, J3 und eine Gerade g sind gogebon. îlnn be- 
stimme ein Rechteck, welehes AB als Diagonale besitzt und einen 
dritten Eokpunkt auf der Geraden g bat, 

3. Zwei Ebenen «, ji und eine Gerade g sind gcgebon. ilan lege 
durch g eine Ebene welche « und in zwei zueinander normalen 
Geraden schneidet, 

4* Zu einer Geraden , welche die Kugel in reellen > Punkten 
schneidet, ist die Polargerade zu konstruieren. 

6. Ein Punkt P und zwei Kugeln [il/, r], [iV^, a] sind gogeben. 
Man sucht Ebenen, welche durch P gehen und beicle Kugeln berühron. 

6. Es sind drei parallèle Gerade îm Grund- und Aufrisso ge- 
geben. Man suche die Achse eines Drehzylmders, welchor die drei 
Geraden ais Erzeugende besitzt. 

7. Es sind drei Gerade e, a, t gegeben. Man soll dlo Aohso 
eines Drehzylinders fluden, welcher die Gerade e als Erzeugende und 
die beiden anderen Geraden als Tangenten besitzt. 

8. Es sind vier Gerade a, &, e, d gegeben. Man soll eine 
Gerade finden, welche zu d parallel ist und von a, &, c glelchen 
AbsUnd hat. 

9. Drei parallèle Gerade «, b, d und eine dazu windsehiefe Ge- 
rade d sind gegebeu, Man suche eiuen Punkt P, dor vpn as, h, û 
und gleiohen Abstand hat. 

10. Zwei windsehiefe Gerade a nnd h sind gegeben. 

«) Man soll ein gleichachenkliges Dreieck von gegebenor Basis 
und Hbhe finden, so daû die Basis anf dor einen Geraden und die 
Spitze auf der anderen Geraden liegt, 

S) Mon soll Gerade finden, welche a und b schnoiden, mit a don 
■\Vinkel k bilden und zwischen a und b die Strecke s enthaltèn. 

11. Durch einen Punkt P sind Gerade zu Icgon, welche von zwei 
windschiefen Geraden a und b bestimmte Abstiindo haben, 

19. Auf einer Ebene e sind jene Geraden zu suchon, welche von 
zwei auQerhalb der Ebene gelegenen Punkten A, B gegebeno Ab- 
slünde a, b haben. ^ 
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§ 12. Schiefor Schiiitt einea iiorinaleu ICrelszylindors. 

Ein normalor JCr eis zylin der (Drehzyli n der), 
dessen Achse vertikai ist, iind eiae zur AufriBebene normale 
Bbene, welclie mit der Zylioderaobse den Neigiingswiukel a 



bildet seien gegeben. Die Sohuittlinie dos Zylinilera mit ■ 
der Ebene soll nntersuoht werdon. 

|of ' 

l'C'-.' (n-i* l'iiii L^- 

ll î I ' ' ■ m' i<«' d 
i.r.! w i ; 1, 


1. Der Aufrifi der Sohoittlibib 
Streoke Âj-Arp welcbe auf cTer Spui'' e» 
erzeugendeu liegt. Der O-rnndrif^ der 
Kreis [O', r], Es :: ü .i, ■■ | i •• v,.'*. I< 
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Drehzylinder lângs je eines Kreises berühren*). Unter dieseii 
sind zwei, welohe auoh die Ebene berilhreii. Die soheiebaren 
Ümrisse der beid. 0 n Kugelu sind die Kreise^ welche die Um-' 
riBerzeugenden des Zylinders und die Spiir berlihren. Ibre 
Mittelpnnkte Oj und Ojj ergeben sich dur ch ÏÏalbieren der 
"Winkel bei JLj und Ajj-, Die Kugeln berühron den Zyliuder 
lüngs horizontaler GroBkreise und die Ebene in den EuB- 
punkten i^und^j derNormalen ans Ojund Ojrf auf die Ebene s. 

3. Ein beliebiger Punkt T der Sohnittlinie ergibt sicli 
als Sohnittpunkt der Ebene mit einor Zylindererzeugenden; 
seine Projektionen sind T” (auf e^) und T' (auf dem Grund- 
kreise). Die Erzengende sohueidet die obenerwahnton Be- 
rührungskreise in den Punkten J uud K, Verbindet man T 
mit Fj; uud so erhillt man Tangenten der beiden Kugeln. 
Die Berührungstreoken aus einom Punkte T an eine 
Kugel sind oinander gleioh, Esist also 

TFj^TJ 

TFjj^TK 

TFx^-TFxj^JK=QH. 

Diese Summe ist so grpB wie die Streoke, welohe auf allen 
Erzeugenden zwischen den Berührungskreisen Hogt. ^Eilr don 
Punkt Aj ist A.FjA^AjFrr^QB. 

Nun ist aber 

AjAxx=‘ 9B 

' ( 1 ) 

■ B. Die Tangente ^ der Sohnittlinie ist die Sclinitt- 
gerade der Ebene e mit der Tangentialebene des Zylinders 
ftir T. 'Die scho eide ode Ebene ist aber die Borühruhgsobene 
,,der Kugel [Oj, r]' für den Punkt F^ und die Tangentialebene 
ih“. Zv'.iiidor" T /, ■1;." Berührungsebene der 

Kl m-l I G, . »'| i . I , l*'ii.K' / 

/■Ai'i lic-r-.lii'-ii-g' I <‘ .i':i ‘l’i- fïnem Punkte T" an 
cir.'' K' lUM hi-'l i II 'i '^c . :■■ ■ tgeraden der zu- 
lïî II >iig>-“. M. li'. !iii •'g'--: O'-' i. eheWinkel Es ist 

'TV' -TV i.-.l • T!\tt==<.TICt 

N. .Il '*!, }■'■(, ■ TJ ■ T K 

"i Drr l)rfli/i''i .-ii':' i-,*. i‘i , Hc • "ii II. Bd,, § 8|()), beiweloher 
h(‘ M ricl)i .i.ki^iliMi « l■ll• ' i.-!, 
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II. Kugel, Zylmder, Kegal. 


als Scheitolw'iukel, claher ist auoli 

( 2 ) 

Filr die Punkte T iind Taugeiiteu t der Schnittlinie siud durcii 
die Beziehuugen (1) utul (2) die Brennpunktseigonschaften der 
Ellipse Dachgewiesen. 

i. Wâhlt nmn eine beliebige den Zylinder Uings eines 
Kreises berUhroade Kugel mit dera Mittelpunkto O und vei^ 
schiebt raaii die obenorwahuteu zwei Kiigoln so lange, bis ilire 
Mittelpunkte Oj und Ojj nacb O Icommen, so gehen die Piinkte 
Fj und Fjj^ iu die Eudpuukte E des zur schneidendeu Ebene 
nornialen JDurchmessors der Kligel (Eig. 49 b) über. Man kauii 
also unigokebrt die Fuukte Fj und Fjj mit Hilfe eînor einzigen 
Kugel aus den Pnukten E erhalten. 

„Der scbiofo Schnitt eines norinalon FCrois- 
zylinders ist eine EIllpS6. Der Sohuittpunkt der Zylinder- 
achse mit der Ebene ist der Mittolpunkt der Ellipse. Der 
NormalriB der Zylinderaohse auf die Ebene gibt die Lage 
der groBen Achse an. Die halbe kleine Achse ist dem 
Zylinderradiiis gleich. Projiziert inan die Endpunkte des zur 
schneidendeu Ebene nornialen Durobmessers einer boliobigen 
Berührnngskiigel in derRiobtung derErzeugendeii des Zylinders 
auf die Ebene, so erbaltman die Brenupunkte der Ellipse." 

Aus dem Radius r des Zylinders und doin Winkel d, wolohen 
die Zyliuderachse mit der Ebene bildet, orgibt sich als halbe 
groBe Achse, halbe kleine Achse und Bxzentrîzitat der Ellipse 
r , 

Eür a= wird c=h. Eine solcho Ellipse lieiBt gl oi cb s ei tig. 

6. Eür dieUmlegung der Schnîttellipse auf die 
Horizontalebene, welche durch ibren Mittelppnkt geht, orhalt 
man zu T' und f des Grundkreises einen Punkt und die 
Tangente der Ellipse. 

Umgekehrt: Durob jede Ellipse kann mau zwei 
normale KreiszyUnder legeii, Erriohtet man im Mittel- ' 
punkte der Ellipse eine Normale zu ihrer Ebene, trâgt auf diese 
die Strecke b aiiï und verbiodet don Eiidpunkt E mit den 
beîden Brennpunkten, ,so gebeu die Goraden EFj. und EFrr 
die Achsenriehtungen der beiden Zylinder an, welche wirklich 
die gegebene Ellipse als Schnitt liefern, weil die kleine Achse 
und die Brennpunkte iibereinstîmmeü. 


1. Bin Kreis mit dein Mittel- 
punkt 0 uiid dem Badins r lioge aiif 
einer schiefon Ebene, welche zur 
AufriBebeno normal ist und mit der 
Grundebeue den Winlcel e bildet 
(Pig, 60). Der A iifriB des iCreises 
ist eine dom Dnrohinesser 
gleiche Streoke. Die zur 
Grundebene nornialoii Soh- 
strablen, wolcbe den Kreis / 

treffen, bilden eiuen schiefon y 
Kreiszylin der, Der G r n n d - / 

ri6 des Kreises ist eiu / 
Norm al s ch II i tt disses 
sohiefenKreiszyliüders. / 

Dm den GrundriB des Kreises ^ 

naher zu untersuchon, iegt 
inau den Kreis um den 
horizon talon Durchniesser 


AjAjj um. Der End- Æ 
punkt B des grund^ m K 
spurnormalen Duroh- I \ o‘ 

messers bat die Um- ' / \\\ \ / ' 

legungjB’^und diePro- i'/\ \ \\\ \f /■ 

jektionenÆ', 23'',wobei ' | ^ 

ist, Diesel’ Punkt B \ 
liegt nm B" G” hoher 

al s der Mittel punkt O. ' , 

Ans einem beliebigen ' pig. bo, 

Punkte T'^ dos um- 

gôlegten Kroisos und ans, der ziigohdrigen Tangente 
man den Punkt T' der Projektiou des Kroises um 
gehdrige Tangente t ' un ter Boaohtung der A f fini tilt. 
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(len Hoheimoterschied B” G" von O’ ans auf den Darchmesser 
ÂrÀjT auf, so erhâlt man zwei Punkte Fj unci F^j, Nun falft 
man die Normalen FjS^ und FjjSj^ auf iiud die Normale 
FjN auf deu Halbmesser 0'ï’^ Wegen der Gleiohhoit der 
Winkel ist uun das Dreieok 

O" B" G” O" T" S" und O' T^M O’ FjN, 

Daraus folgt ,die Proportionalitat der Seiteu der Droieoke, 

QU B» B" G" O'T^ O'Fj 


Da die ersten drei Glieder der beiden Proportioneii überein- 
sfcimmen, so müsseu auch die vîerten Glieder übereinstimmen. 
Es ist alao S”T"~NFj 

und daber der fldhenunterschied 


Nun Ist 




T^Fj=^TFj 


uud T^Fr 


Wegeu der Gleichheit der Hypoténuse und einer Kathote 
istaiso F^g^T’‘^Fj8T iind F,jS„T*^FaST. 

Es muB daun auch die zweite Kathete übereinstimmen; 
es ist aiso and 8„F„^T'F„. 

Eür das Trapoz*) FjSjBjjFjj- ist aber 

^ ,, ifô^’I+^IA] = o'î’^ , 

Daraus folgt ' > , : , 

(1) ■ rF,+ rF,r=AjA„. , . 

Die K[reise[J 2 , [O', [FjjyFjjBjx] por- 

spektiv âbnliob mit È als Perspektivzentrum, Der Àiinliob- 
keitstrabljKr'sohDeidet diese Kreise uuter gleiohon Winkelû;; 
er bildet mit den Halbmesseru, der Schnittpunkte denselbeù 

TTT'^l 1 . ^1..^ -» 1. 


Wrokel a, also ist 


•^FjT'ffj~<FjjT/Ejj. , 


*) Die l'igur, FcFFjtSttSt bildefc' das Netz des Tetraeders, 
wclc''o*i V'-V ^ ft’s u*r*‘'1r''..‘*Vr ni’l T ni s ''"t. Pür daà DrsV 

kai ' /' !“l i:i( '*111' :ii(' i c S>i'.e ,* ' ' 'i 

■((■Kr i / s» II» !■ O'ii, i --i FS dsnselbefa 

Wii'ki I 'A > i" ut" I '{.Il iii. 0 7 
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Durch die Gileichungeu (1) imd (2) sind für deu Grnnd- 
Tifi des Kreises die zwei BrennpunktseîgenschafteD eiiior 
Ellipse uachgowiesen. 

Der NormalriB eines Kreises ist die Ellipse, 
deren groBeAchse dieProjektion des spurparallelen 
Durobmessers, deren kleine.Achse rlio Projektiou 
des spurnornialen Durclnnessers des Kreises ist iind 
deren Exzen trizitat dem Hohenunterschied des En cl - 
piinktes des spurnormalen Burohmessers une! des 
Mittelpuuktes gleich ist.^® 

Es ist also a = & = r*cosfi, c-r- sine und 

Für s^nf^ ist a~r, h = 0 — 1 % [/ 2; der Normalrifi wird 
also in diesem Falle eine gleiohseitige Ellipse. 

Der Normalsohuitt eines schiefen Kreiszylinders 
ist eine Ellipse, Der sohiefe Kreiszylinder ist also (besser 
bezeichnet) ein elliptischer Zylinder*). 

Es ist aueb unjgekehrt ans dem Vdrangehenden zu ersehen: 

Jede Ellipse ist derHormalriüyon 2Xo«>‘ Kreisen. 

Der elliptische Zylinder bat zwei Lagen von 
Kreissohnittebenen. 

Jede Ellipse ist mit dem Kreise [D, a] orthogonal 
perapektiv affin. Dabei ist die Affinittltsachse die 
groBe Aobse.und die Obarakteristik ô — bja. 

Ans dem rechtwinkligen Dreieoke O'MT^ folgt unmittel- 
bar clio’Grleiohung der Ellipse: 

. 3. Da durob Fj, O', Fjj parallèle flalbraesser der drei 
Kreise gehen und O' der Kalbierungspuukt von FjFjj ist, so 
sind auoh und Sjj die flalbierungspunkto der Sennen des 
ersten und dritten Kreises. 

DieStrecken^Æ} und sind daber dieHôhon zweier 
gleiohsohenkliger Dreiecke, also senkrecht zu f. Daraus ergibt 
sich der Satz: 

Die FuBpunkte der Normalen ans deu Bronn- 
punkteu einer Ellipse auf die Tàngenten liegon auf 
dem Kreise, welcher die groBe Aobse als Dnroli- 
messer bat. 

*) yi'i Zvl'i ‘.M <*î e Parabel bzw, Hyporbel 

ist, ht b ••‘Ii>.rl>/A b*;,. ., -loheir SSylindor. 

Sc! I I I , ■ . -I l.i h <M • Ml ‘ . g 
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II. Kugel, Zyltpder, Kegel, 

Dioser Satz Jiefert eine einfacho Konstruktion cler O^an- 
genten ans eineni Fiinkte an eine Ellipse (Fig. 61). Man zoiohnet 
dei) Scheitelkreis [O, a], lerner den Kreis, welohor die Streoke 
vou F bis zii eineni der beidon Brennpunkte, etwa al s 
Durclimesser bat. Yerbindet man die Schnittpunkto nnd 
der beiden Kreise mit F, so erbalt man die Tangenten s, t. 
Yerdoppelt man die Streoken FjE^ iind FjII^ bis und G^, 
so schneiden die Greraden F JJ- 6^2 die Tangenten s, Hn 



Fig, 51. 62. 

den Berübrungspiinkten i?, T, Ist ein iineigentlioherPunkt Pco 
dnroh eine Gerade g gegeben (Fig. 62), so ist der Kreis mit 
dem Dni'chinessei’PF^ ei’setzt darcli die Normale von Fj zu g. 

§ 14. Polaritilt uud Autipolaritilt fiir die Ellipse, 

1. Durcli die orthogonale Projektion (Affinitat) des Kreises 
geht die Polaritat und Antipolaritât m bezug auf den Kreis 
in die Polaritat nnd Antipolaritât fiir die Ellipse über. Es 
bleibeii dabei einige der früher erwâhnten Bigensoliaften er- 
lialten; die Polare^) und Autipolare 2 ^» sînd abor nioht mehr 
zur Verbindungsgeraden O F normal. 

Fiir einen Punkt F erbâlt man 'die Polare iodom man 
ans F die beiden Tangenten an die Ellipse zieht (Fig. 63) und 
die Berührungspunkte vorbiiidet. Bie Antipolare 

liegt daun in entgegengesetzt gleîohem Abstando yon O sym- 
metriscli zn p. Dabei ist . - 

OFX O F' = OC^ uud OFX OP^=^-0G\ 
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§ IJ:. Polaritat und Antipolaritat fiir die Ellipse. 

Die Polare eities iuneren Puuktes P' kann maa erbalten, iiulem 
rnaii dur ch P' zwei Gerade und legt, ilire Polo P uud Q 
sucht; danu istdisYerbiuduugsgerade PQdiePolare^' voo P'. 
Aui jedem S trahie au s P isL au oh hier der Schnittpuukt der 
Polaren der vierto harmonisoho Punkt zu P in bezug auf die 
Schnittpunkte mit der Ellipse. Rüokt der Punkt P auf dém 
Durchmesser GjGjjins Unendliohe (Fig, 64), so wird die Polaro 
der zit GjGjj koujugierte Durchmesser DjDjj, welchor 
die Berülirungspuiikte der zu Gj Gjj. parallelen Taugontou ver- 




bindet. Er halbiert die Sehnon der Ellipse, welcho zu Gj Gjj 
parallel sind oder'anders ausgodrückt: 

Die Ellipse ist in bezug auf joden Durchmesser 
in der Biohtung des konjugièrteu Durchinessers 
sohief symmetrisch. 

Die Ellipse besitzt eiu Paar von konjugiorten Duroh- 
messern, welohe zneinander normal sind; diese heiÜen die 
Achsen dér Ellipse. s 

Die Ellipse ist in bezug auf jede der boidou 
Achsen orthogonal symmetrisch. 

2. Durch die Affiuitat mit den Kreisen [O, a] und [0,6] 
lassBD sich no oh zahireiche Eonstruktionen und Eigensohafteu 
füT die Ellipse [0, a, 6] ableiten. 

Nimmt man (Fig. 56) au^ dora Kreise [0, a] oinen Punkt 
so erhalt raan den entsprecheüdon Punkt T dor Ellipse, 
indem man den Abstand dos Punktes von der AHinitlits- 
achse ira Verhaltnisse hja teilt, Das gesohipht, indem raan 
Pj mit 0 verbindet uud durch den Schnittpuukt Pj von 
'mit dem Kreise [0, h] ,eine Parallèle zur AfûnitkLsachso a 
zieht.^ Geht man vom Punkte P» des Kreises [0, h] aus, so 
hat,mau die gleiohen Liuien zu zieheu. DieTau^eiUe t der 

• , 6 * 
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Ellipse für T geht duroh dee Sohnittpuukt i? voü mit a 
uod diirch den Sohoittpunkt S von mit h. 

Es kano hier die folgende Aufgabe gelôst werden ; 

„Die' Schüittpunkte einer Ellipse [O, a, h] mit einem 
konzeutrisohen Kreise [O, r] sind mit Lineal uud Zirkel zu 
konstruieren,“ 

Denkt man sich (Eig. 66 ) das zum Sobnittpuukte T ge- 
hdrige reohtwinklige Dreieck T^T^T uud dreht den Eadiu^ 

’ OTy naoh OA^ so kommt naoh uud iTnaoh T®, Dieser 
PunktjP® ergibt sioh als Sohnittpunk eines Kreises, wolcher 
A Tj — q~h als Durohmesser bat, mit dera gegebenen Ki'eise 
[O, r], Ùbertrâgt man den Abstaud des Punktes O von der 
Geraden fl=T^T'^ aiif die kleine Aobse und ziebt man 



Pig. 66. 



duroh dieEudpuukte je eiueParallele zur groBeu Aobse, so 
schneideu diese zwei Paralleleu den Kreis [5, r] in den ver- 
langten vier Sobnittpunkteu, Zu einer auderen 'Lôaungsart 
fübrt diç Kugel [O, a]. ' , 

Übungsaufgaben: 1, Voû eioer Ellipse ist eine Aohae ■ und 
ein Punkt oder eine Tapgente gegeben; die andre Aobse iat zq finden. 

2, Es sind die' gleiohen konjngierten Durohmesser einer Ellipse 
[O, a, 6] zu suohen. * . , 


'hi'i : 

.nktes B 
îg auf de'p 
A II : ipolare, 


3, Aus der Fig. 65 >' «i nd ii.b «■ / i ■> 

Die Polare r, bzw \i l•^,,h i.' r ■'i-. 
der grofien Aobse e i r rl iîi.-.» r ■. 

Kreis [Oj iat z iigl -hî {'■..l,'. !i/v 
des Puqktes jÇ in bezug auJ; die, Ellipse, 

Die Polare, s, bzw, Àntipolare eines Piinktes ii 
der kleinen Aobse ein or Ellip.se in beziig au! doi: 
Kreis *^0. 61 ic*- 7igli-'ioli 'li-* Pi-l,! i b/ v\. Antipolare 
des j’ Ml '» :ii îic/ii^r ,)|, };, 


§16. K-Onjugierte Durchniesser einer Ellipse; AchseuboQstruktion. 85 

Naoh dem Satze von § 10, i, der auch hier gilt, kann mm 
leioht der Pol P einer Geradenjo konstruiert werden. Man 
suoht (Pig. 57) für die SchiiittpuDlite M, S von p mit a, b die 
Polaren r, s; ihr SohnittpunktP ist der Pol vou^j. Siicht man 



Fig. 67, 



(Pig. 58) für die Sohnittpunkte Un, S)i einer Géra d en 2hi mit a, 
6 die Antipolaren Snt so ist ihr Sohuittpunkt P„ der Auti- 
pol von pn iu bezug auf die Ellipse [O, a, &]. ‘ * 


§ 16. Konjiigierte Durclimesser einer Ellipse; 

Aclis en konstruktion. 

1. Betracbtet man ,wi6der die' Affinitüt einer Ellipse 
[Oj a, h] mit den beiden Kreîsen [O, cùj nnd [O, M und zieht 
man in dieSeh Kreisen diezueinander senkreohten Halbmesser 
OGj^, bzw. OC!j, OPg, so erhült man daraus (Eig. 69) 
zwei konjngierte Halbmesser Oa=c, OD^d der Ellit)ae. ‘ 
Wegen Gleiohheit der, Hypotenusen uiid der Winkèl ist’ 
das reohtwinklige Dreieck 0X^0^ ^ D^Xj^O. J3(iher ist 

und 'OX^^D^Xjjr, 

Duroh Addition diesor zwei Gleichnngon ergibt sibh danu 

' ( 1 ) 

Da je zwei reolitwiukligü Halbincssor des Kreises wie OC. 
und kongruente ^reieeke oinsoliliéCeii, so h'aben die 


Daraus folgt 
Ebenso ist 
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Projektionen cliesor Dreiecke, namlioh die Dreiecke O CD 
gleiche Plâehe. Daraiis folgt dano 
^2) Cf? sin (c(Z)>=«&. 

Pur ie zwei konjugierte fialbinesser einei Ellipse ist 
einerseits die Surame der Qiiadrate, anderseits ihr Produkt in 
den Sinus des eingeschlossenen Winkels -koDStant. 



Die Plaohe der Ellipse, welche dieProjektion des Kreises 
[O, «] ist, ergibt sioh aus der Plaolie dieses Kreises 

duroh Multiplikation mit der Oharaktoristik (5 = &/a. Dahet 
ist die Plëche der Ellipse 

f = ah'7i, 

2, Zieht man durck J) eîne Parallèle zil OD ^ , so entstehen 
zwei Parallélogramme und es ist 

!>£!=: OR = a, 

VF=OD, = h 







§ 15. Sonjugierte Durchtnesser einer Ellipse; Achsenkonsfniklion. 87 

Zieht maii durch die Parallèle zu a un cl dur oh die 

Parallèle zu 6 , so orhalt man den Eckpunkt L eines Boclit- 
eokes. Die zwoite Diagonale DL ergibt die Piinkte S. 
Da die Diagonalen des Bechtookes gegen die Achsen gleich 
geneigt sind, so ist DG=^ OI>, = a 

Übuugsaufgabe; Von einer Ellipse ist eine Achae (a oder 6) und 
ein Punkt Z) gegebôn (§ 14, g). Disse Aufgabe kann hier so geliist werden : 
Kreis [JD, rt] gibt die Schnittpunkte A?, (?; dann ht DF^ J)JI=^h. Bzw. 
Kreis [D, 5] gibt die Schnittpunkte F^ JT] dann ist DÆ = ZI(? = a." 

Nun ist = = 

.4 (7= D = 71/2 und 4(7, = 4 : D,, 
weil die Schenkel dos einen Winkqls auf jeiieii dos andern 
senkreclit stohou; daher ist das Dreieck 

GG,C^<^LD^B^. 

Die Pigur 0(7(7, G„ koniint dnroh Drehung um ti/^ mit OLD^B^ 
zur Deckin\g. Es ist also OG gleich und senkreoht zu 0J7. 




Zieht man nooh durch G eine Parallèle zur groBen Aohse 
und duroh JI eine Parallèle zur kleineu Achse, so ergibt sich 
ein Schuîttpiinkt A, cler auf OD, liegt. Aile Puukte N biklon 
einen Kreis [0, «4-^. Daboi sind zwoi ahnlicho Bechteoke 
LB^BB^ und GNHO eiitstanden. Dor Schnittpunkt von 
GH und ON ist cler Mittelpunkt M clos dem letzteren Eeoht- 

eoke unisohriebenon Kreises, welciber den Bacîiusil/ 0 =^-~— 

a 

bat. Bsùst claraus zu ersehen, claB man ans zwei konjugierten 
Durohmesseru wieder die Achsen findeu kann. 

Erste K.onstriilitiou cler Aoiisen einer Ellipse ans 
zwei konjugierten Halbniessern OG und OD (Fig. 60): 


it 
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Man zeiohuet OL seokreoht und gleich dem eiuen der 
beiden fialbmesser, z. B. OG, verbindet L mit D iincl suoht 
den Halbieriingspunkt M der Streoke .LZ), Der Kreis mit 
dem Mittelpnnkte M und dem Radius ilfO sohuoidet danu dio 
Verbindungsgerade LD in den Punkten O und JSj duroh 
welche die Aobsen gebeu, und zwar liegt die groûe A dise ini 
Spitzwinkel derkonjugierten Durebmesser(§6,8, j^). Aufibr 
ist dann die étreoke OA=^DQ zu maoben, wabrend auf der 
kleinen Aohse die Streoke OB^DS gemaobt wird, 

3. Ziebt man auob noch duroh Æ^ eine Parabole zur grolSen 
’uud durch i^eine Parallèle zur kleinen Aohse, so ergibt siob 
ein SohnittpunktP, so daB OP^EF—a—h\st, Aile PuukteP 
bilden also einen Kreis [0, a— h], Dabei ist derWinkel iZOH 
immer gleiob dem Winkel FOÊ, 

Nnoist i^o=MN OD^^OD 

ML = UD LD-OP=a-h 

(Sobeitelw.)4:il/=«ÿ:ilf ' = 

Dreieok A^DibT; Dreîeok 

daber ist OL^DN u nd OL # îDP, 

d. h. die Punkte PjP, Pliegen auf eiiier G-eraden, welohe zu 
067 seokreoht ist, Da die Tangente für D zum Halbmesser 
OG parallel ist, so ist die Géra de ND P diè Normale des 
Puuktes D der Ellipse. . Man kann daber die Normale für . 
einen Punkt D der Ellipse duroh bloBes Yerbinden mit dem 
entsprechenden Punkte N des Kreîses [0, a + 6], bzw. mit 
dem Punkte P des Kreises [0, a— b] senr einfaoh erhalten. 
Daraus ergibt sicb eine zweiteKonstruktion der Aobsen 
einer Ellipse aus zwei konjugierten Halbmessern 00 
und OP (Eig. 61) : , 

Man füllt Tom Endpunkte des, ein en Halbmessers, z,B. OP, 
auf den konjugierten Halbmesser 00 eine, Normale und trügt 
auf ihr von'P aus die Streoke 00 naoh beiden Seiten Mn auf, 
Die erhaltenen Endpunkte P'und P verbindet man mitO. Die . 
beiden flalbierungsgeràden desAYlnkels NO P sind die Rioh- 
tungen der Aobsen. Die Parallelen PP^ und PP^ zu diesen 
Riohtungen geben in OP^ und OD^ die GroBen a und & der 
Halbaobsen.^® “ • 

4, Es seien wieder (Fig, 62) 00, OP, zwoi normale 
flalbmessor des Kroises [0, a] und OO, OP die daraus lier- 
vorgelienden konjugierten Halbmesser dor Ellipse j 0, ft, bj. 


§ 15 , SoDjugierte Dorchmesser einer JSllipse; Âchsenkoûstruktioo. 89 

Zieht man die halbe Sehne parallel zu 00^ uod duroU 
die beiden Punkte die Affiuitatstrahlen, so orhalt mau 

zunachat auf OD den entsprechenden PunktÆT, duroh welohen 
dann HT parallel zu O G gelit. Dabei wird die Sehne im 
selben Verhilltnisse verkleiuert wie der parallèle Halbraesser; 
es Terhâlt sioh daher HTxH^T^^OG'. OG^^C’.a. Suoht 
man niin wieder den Punkt L der Pig. 69 uud bezeichuet ihu 
mit so ist OD^ der zu 00 senkrechte Halbmesser des 
Kreises [0, c], Dreht man den Kreis [O, a] um deu Winkel Oi OG 
und verkleinert man ihn imVerhaltnisse c : so gelit er in den 
Kreis [O, c] über, und zwar die Punkte Oj^, in die Punkte 
0, Dg’ Punkt J3g hervor, den man auf OD^ 

erhalt. indem man 
duroh PTj eine Parai- 
lele zu D,J). zieht. 

DasDreieckM^Æg 
ist perspektiv ilhn- 
lioh dem Dreiecke 
Z)Z)i-D«, also HH^ 
parallel zu HD^. 

Durch Æg geht dann 
BgTg parallel zu 00, 
so dafi 

jSg Tg H^T^^c'. a 
ist. Es ist also H^T^ 
gleioh und parallel 
jffjT, woraus folgt, 

daB TT^ parallel HH^ und parallel DD^ ist. Aus der Tan- 
gente tl für T, ergibt sioh die Tangente t der Ellipse fUr T 
durch deu Affinitâtatrahl Bai Erehung und Ver- 

V.ciin iuiig cr-Z i- /?, i“ I ’nen PüuktjKg.über, den man auch 
! r*,' l*;!-}:!;- u /ii (,‘,0 orhalt und weloher also mit i? 
/l■s;llllîll■î ‘ ail !)i>- i il t und sôhneiden sioh somit 

’m S'- î ' ■ 1 ’ . (l'uîden 00. Es ist sohin die sohou 

Uî' -i lao-, ;iui;ir-ii! \ ■ i-Aandtschaft vorhandeu, 

■>!>■ i-', 'n.-r für, welohe c, A zwei konju- 

gîiM • r 11 a ..Miii - '•i-- '.-il. ist mit dem Kreise [0, c] per- 
•'iii'liii; a’ri'i. i)ie li l■‘■ltung dçr Affinitâtstrahleu 
iy d'.' U-'-n.- DH^ angegeben, wolche den 

l'iud |)i' .,1;- D ( î- li’»‘:\:,ugiei’teD Halbm essors dér 



Fig. 62, 


Mil ii'-i :iii: di m I''!:'! t.ii iikte Z)g dèâ noymblen Kreis- 
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d urohinossors verbiodot, X)i0 Affinitatsaohso ist di6 
Gerade c. Die Cbarakteristik 

(5 = — ‘sin (cd). 
c 

Dreht maa den Kreis [O, c] um die Gerado c ans der Ebeiie 
heraus, so bleiben die Verbindiingsgeradeü TT^ parallel zu 
EH^ und DDg und bilden einen schiefen Kreiszyliüder. 

Der sohiefe Kreiszylinder wird von einerEbetie 
im allgemeinen uach einer Ellipse gesolinitten. 

Die Parallelprojektion (der Farallelschatten) 
einesKreises oder einer Ellipse ist im allgemeinen 
eine Ellipse. Ans konjugierten Diirohmessern der einen 
Liniü erbalt man wieder konjugierteDiirchmesser der andern. 




5. Eine Ellipse sel duroh die konjugierten Halbraesser 
OC, OD gegeben. Man kann daun mit Line ai und Zirkel 
koüstruieren (ohne die Linie selbst zu zeibhnen): 

a) Die Sobnittpunkte einer Geraden g mit der 
Ellipse (Fig. 63). 

Man zeiohnet den Kreis [O, c], zioht den zu O C senkreohten 
Halbmesser OD^; dann ist die Riolitung der Affinitâts- 
strahlen. In dieser Yerwaodtsohaft der Ellipse mit dem Kreise 
entspricht der Geraden g eine Gerade g^, welohe die AffinitS.ts- 
aohse im selben Punkte sohneidet, Zieht man duroh I) eine 
Gerade f parallel zu so muB die entspreohende Gerade 
duroh den Schnittpunkt mit der Affinitatsaohse und aiider- 
seits duroh D^gehen. Die Gerade muB zu parallel sein. 
Sie sohneidet den Kreis [0,c] in den Punkten Q^, aus 
welohen man duroh Affinitatstrahien die verlangten Sohnitt- 
punkte findet. 


§. 16, Krüflimung einor Linie, mabesondere der Ellipse, 91 


/3) Die Tangenten der EUip'se, welche zur Gre- 
raden g par aile) ai a cl (Pig. 63), 

Der Durohmesser des Kreises [O, c], welober zu p seuk- 
redit istj ergibt die Berührungspunkte /S'®, der zu p 
parallelen Tangenten s*’, dos Kreises. Sie sehneiden die 
Affiintâtsachse in zivei Funkten, dur ch welche die Tangenten 
s, t der Ellipse gohen, die zii^ parallel sind. Diirch Affinitats- 
strahlen erhalt man ans iS®, clie Berührungspunkte S, T 
für s, t Die Verbindnngsgerade ST—p miiB duroh O geheu; 
sie ist die Polare j; des uneigentliclien PunktesPoo von g. 

y) Di O Tangenten ans einein Punkte P an die 
Ellipse; die Polare p eines Punkte s P (Pig. 64), 

Man zieht duroh P eine Parallèle zu OP, durch ihren 
Schnittpunkt mit der Affinitatsaohse eino Parallèle zu 
und dann wieder durch Pden Affinitatstrahl parallel zu 
woduTch sich der dem Punkte P entsprechende Punkt F° er- 
gibt, Jetzt konstruiert man die Tangenten s®, aus P'’ an 
den Kreis und ihre Berührungspunkte S^, Die Geraden 
s°, sehneiden die Affinitatsachso in zwoi Pnnkton, welche 
mit P Yerbunclen die Yerlangten Tangenten s, t ergeben, Aus 
S^, erhalt man dnreh Affinitatstrahlen clie Punkte S, P, 
deren Yerbiudnngsgetade clie Pelure jj von P ist, 


§16, Krümmung einer Linie, insbesoiulere dev Ellipse, 

1. Eine gesetzmafiige, stetige E'olge von oo^ Punkten oclor 
Geraclen einer Ebene ergibt eine ebeue Linie ocler Plan- 




ZweiPnnkte Q, P der Linie 

bestimmen eine Sekante e und 

einenBogens(Eig.66)j Nahert 

sioh der Piinkt û dem Punkte 
\ 


Zwei Tangenten q, t der 
Kurve bestimmen eineu 
Schnittpunkt P und cinon 
Winkol T (Eig; 66), Nühert 


_ '*) Es sûllea nur analytischa (algebraisohe «nd tranâzendente) Liniea 
in Batracht gezogao werdea. 
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T, so cl relit sicli die Glerade si oh die Gerade q der Ge- 
e um T iind konimt bei Yer- radeii t, so versohiebt sioh 
eioigung von Q mit T in clerPnnktÆ? auf.^ iind kommt 
eiue Grenziage t Diese Ge- bei Yereinigimg von q mit t 
rade t (Yerbindnngsgerade in eine Grenziage T, Dieser 
benachbarter Punkte) beiBt Piinkt T (Soliuittpnnkt be- 
dann die Tangente des naohbarter Tangenten) lieiBt 
Punktes T. Die Sehne dann der Berühruugs- 
wird fur zwei ben aobbarte p u n kt d e r T a n g o n t o t Der 
Punkte zmn Bogenele- Wiukel^^ wird für zwei be- 
rne ii te ds, n aobbarte Tangenten znm 

Kontingenzelement dx. 

Die zur Tangente t im Berührungspunkte T normale Ge- 
rade « heiBt die Normale der Linie für den Punkt T. 
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2. Mau kaun , beide Entstehungsweisen einer krummen 
Linie zugleioh in Betraoiit ziehen (Pig. 67a). Man versohiebt 
den Punkt Tj auf der Geraden um das Bogenelemeut ds 
nach Tg uud dreht dann die Gerade'^^ um den Pbnkb ùm 
das Kontingenzelement dx naob dann versûbiebt man vvieder 
den Punkt auf der Geraden um' das Bogeüelemént ds 


sioh daâ K '"ii ij'i 
verandern: m 
K reise — wir.l ij 
Die c. ' ivii‘. 
besitzen, mI*" il'; 
(Fig.' 67b;.. I .i.iii 
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§16. Jîrümmung einer Lipio, înabesondere der Ellipse. 93 


der Liijio zy/ei benaohbarte PonktD iincl gomeiu. Unter 
diesen Kreisen gibt es einen, welcher auch diirch den dritten 
benaobbarten Punkt der Linie geht, welcher sioh also der 
Linie mehr als die anderen anschmiegt. Sein Mittelpiinkt K 
isfc der Sohnittpuakt zweier benaohbarter Normalea«j nnd îig, 
deren Winkel dein Kontingenzelemant dr gleieh ist (weil die 
Geraden zu t^^ und normal sind); sein Eadius sei h, Der 
Kreisbogen, welcher zwisohen den Normalen und liegt, 
ist dem Bogenelemente ds gleieh. Der Einheitskreis (dessen 
Radins die Langeneinheit ist) mit dem Mittelpunkte K ergibt 
zwisohen den Norraalen einen Kreisbogen, welcher das MaB 
des Kontingenzelementes dr ist. Nun folgt unmittelbar ans 
der Ahnlichkeit ^ 

ds 7c ’ 


Der Grenzwert dieses VerhHltnisses dos verUnderliohen Kon- 
tingenzelementes ziim Bogenelemente heifît die Krilmmung 
der Linie im Punkte Tf ferner K der Krümmungs- 
mittelpunkt, le der Krümmnngsradius und der Kreîs 
[K, 7t:] der Krilmmungskreis (Sohmiegungskreis). 

Die Seite, anf welcher die Tangente liegt, heiBt die er- 
habene oder konre^xe Seite der Linie, jene, anf welcher 
der Krtimmungsmittelpunkt liegt, heiBt die hohle oder kon- 
kave Seite dor Linie. Der Krümmnngskreis geht an der 
Sohmiegungstelle von der hohlen znr erhabeuen Seite der 
Linie über, wie die Pig. 67 c im übertriebenen Maüe zeigt. 

3. Bin DreieckARGhabe Seine Parallelprojektion 
die Soiten a, &, c, die Plâche A*B'G^ habe die Seiteii a', 
f und einen Radius des um- b', e', die PlUohe f' und einen 
sohriebeuen Kreisos Radius des umsohriebenen 

, ' ' , ' ' ■ Kreises Vp. , ’ 

< Pur die Halbmesser dieser beiden Kreise gelten bekannt- 
lich die Gleiohungen: 


. ah G 

Bg ist dann das Verbal tnis 




und 


a' b' c‘ 



I 


a’b’c' 

àf 


7>a' ' ^0 . 


Vr îi ■ ■ ' ^ 
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II. Kugel, Zylinder, JCegel. 


Dabei ist X dio Laugenverzerrung in cler Eiobtung der be- 
treffouden Seite und (p die Elâohenverzerrung des Dreieokes. 

Worden A, B, G drei beuacbbarte Punkte einer , 

Linie, so geben die beideu Kreise in den Kriimmuugskreis für 
die Stelle Tder Linie und in jenen für den Punkt T' der Pro- 
jektion über. Beim Grenzübeigange iiehmen dio drei Seiten 
die Eiobtung der Tangente an; es wird also A» = == Aq die 

Langenverzerrung A in der Eiobtung der Tangente t des 
Puoktes T der Linie. 

Der Krümnuingsradius für eiuen, Pünkt der 
Parallelprojektion einer ebenen Linie hangt mit 
dem Krümmiiugsbalbmesser des entspreohendeü 
Punktes der Linie durcb die Gleiobung zusammen: 

hy Cp 

Pür Parallelprojektion und ümlegung wird diePlacben-' 
vorzerrung <p der Charaktoristik ô der Affinitat gleioli. Für 
Orthogonalprojektion (§ 4,3 uikV§ 6, 5 ) ergibt sich 
7cp _sin 

/o,. C0S6 ’ 


wobei a der Einfallswinkel der Tangente und s der Neigungs- 
winkel der Ebene gegen die Projektionsebene ist.^® 

4. Eine Ellipse [O, a, i] Eine Ellipse c, d] kann 
kanuals Orthogonalprojektion als Paral]el2)ro]ektîou des 


des Kreises [O, a] betraobtet 
worden, der auf die Pro- 
jektionsebene unigelegt sei 
(Fig. 68). 

Für die Soheitel A und B ist 



^ a ' 

Ans 

1! 

folgt 

T’ 

fl®' 


Kreises [O, c] betraobtet 
werden, der auf dio Pro- 
jektionsebene umgelegt sei 
(Fig. 69). 

Für die Punkte G und D ist 

Ac “ “ , Ai) = 1 , 

V 

9?== d = ' siu (ccZ). 


folgt 7 

' c’* 

cl' siü {ccl) ' 
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Zeichnot man die Sclieitel- 
tangenten uiul fallt man vom 
Sehuittpunkt J die Normale 
zur Verbiudungsgeradeii AB 
derScheitel, aoschneidet disse 
Normale die Aohsen in don 
Kxüraraiingsmittelpiiukten 
AT^iundAjjfürdieSoheitel. 



Nfimlicb ans der Gleiohheit 
der Winkel folgt: 
AJKa^JBA', BJKbo^JAB. 
Nun folgt die Proportioiialitflfc 
der Seiteu: 


ZeiclinetmaudieTangenteu 
fiir G undD, fâllt vom Sohnitt- 
punkte J die Normale JH zu 
(9(7 und dann die Senkrechto 
von i7 zur V erbin d nugsgeradeu 
ÆTD, so sebneidot diese Senk- 
rechte die Normale der Ellipse 
füri)im KrümmuügsmiUel- 
punkteXx)für denPuüktZ). 



Nilmlioh ans der Gleioliheit 
der Winkel folgt: 

BJKn^^JHB. 

Nun folgt die Proportioualitiit 
der Soi ton: 


kA-.J) 


h:a, 

Z. 


Icb- a=a: b, 
1cb = -^. 


lcj)’.c = c: JHf 

..9 

ku 


(i- sin {cd) ' 


Damit ist die Richtigkeit der Konstruktionen gezeigt.^’ 

6, Es soi fiir eino Ellipse [O, a, wioder diosolbe Annabmo 
wie in Fig. 59 gomaobt. Die Normale DN fiir don Piinkt D 
der Ellipse (Fig. 70) sclmeidetdie Aobseuin den PunkLou CT, Y, 
Nun ist das Verhaltnis 

und 


BU’. Op^^BN'.NB^ 

DU'. 6 = c: a, 

DC7=c.i-, 
a . 

Itüokt D uach A, so wird 
• e = b, 

7)2 

- BU^Ica^^. 


DV: OD^^DN'.ND^ 
DV’.a^c’.b, 

i)7==c.4- 

0 

Rückt D naoh B, so wird 
c tî, 

a‘^ 

T’ 


BY^Ucb: 



96 n* -Kngel, Zylinder, Kegel. 

ü ist der Alittelpunkt und ÜD der Radius eines Kreises, 
welcher die Ellipse ID zwei Piiukien berührt. RüoktD iiach^, 
so vereiaigèü sioh die beiden Berühruugspuukte und der 


doppelt berührende JKreis wird zumKrümruimgskreisefür den 
Scheifcelud. Daraus istzuseben, daB derKrümmungskreis 
für den Scheitel mit der, Ellipse yier- benaohbarte 
Punkte gemein bat.- Er sohmiegt sioh also mehr als ein 
auderer an die Ellipse, ' ' ( 




§ 17. Zeichoen eioer Linie, insbesondôre der Ellipse. 


Bildet man 


so ist 

Daraiis folgt 
also 


DÜ^Dy^c 

ça 

rf'siu (cd) 

mi^BV^DK + DS. 


+ fZ* 

ccZ’ sia (cfZ) 
d 

sin (ccZ) ’ 


DS-DÜ=^I)V--DK, 


Sü= VK. 
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Es ergibt sicb hiermit folgende einfaclie Konstruktion 
des Kriimmuiigsmi’ttelpnnktBs^f ür einen beliebigen 
PunktD der Ellipse: j,Maa erriohtet in O eine Senkrechte 
zumfialbniesser OD bis zum SchnittpunktejS'mitder Normalen 
und übertragt danu die Streoke JS O nacb EX” 

Besouderer Bail: Zieht man den Strabl OD^ unter ttA, so 
wird c = d und DK~DS . . Hier ist also der Punkt S au ch 
schon der KrUmmuugsraittelpuokt K. 

DieNormalen eiiierLinieZbildeii dioTangeuten einer neuen 
Kiirve Die Krümmungsmittelpnokte der Linie l bilden als 
Sohnittpunkte benachbarter Norraalen der Linie l und Solmitt- 
pnnkte benaohbarter Tangenten von u die Berührungspunkte 
für it. Diese Kurve ti heifit die Evolute der Linie l, 
Zeiohnet man die Evolute w der Ellipse ï (Pig. 70), 
so llifit sie erkennen, dafi die Krümmungshalbmesser für die 
Scheitel der Ellipse Extrême sihd, und zwar am kleinsten für 
die Scheitel der grofien Achse und am grôfiten für die Scheitel 
der kleinen Aehse. 

Übung;saufgabe:Ea iat die Evolute einer g 1 eichseitigenEllipse 
zu zeichnen [kj^=a(q, Jc^= 2b]. 


§ 17. Zeichnen einer Linie, insbesondere der Ellipse. 

1. üm eine Linie von bekanntom Bildungsgesetze zu 
zeichnen, sol l eine grôBere Anzahl von Punkten mit den zu- 
gehdrigen Tangenten konstruiert-^werdon. Dabei sind besondere 
S telle n im Verlaufe der Linie (z. B, Sdmi tel) au ch bosonders 
zu beaohten, weil das Auge für Stetigkeit undRegelmüBigkeit 
(z. B. Symmetrie) empfindlich ist, 

Sahmid, Darstellenda Geometrle I, ' 


7 
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II, Kugel, Zylinder, Hegel, 

Beim freihâiidigeii Zeiohoeii cler Liuie mit clem 
Bleistifte legt mao die zeichnendeHand gewohnlioh aiif die 
hbhlo Seite des zu zeiolmendeu Linienteiles, iind zwar wird 
dor Stiffc bei eiuem stark gekrümmten Teile mohr kurz gofafit 
und steil gehalten, Das froihâudige Auszielien einer 
solcben Bloistiftliaie mit der Zeiohenfeder gelingt 
Dur gesohickteo Zeichnero, weil die Biiibaltuug der Stricb- 
starke nebeu der Yerfôlguiig des Liiiieuzuges besondere Auf- 
merksamkeit erfordort, J’ür das Aiisziehen einer Blei- 
stiftlinie mit der Beiûfoder benützt man ein Kurven- 
lineal. Durch versaohswoises Aulegen an die sorgfaltig ge- 
zoichnete Bleistiftlioie suoht man ein passond gekrümmtes Stüok 
dosKurveuüiieals, Dàbei ist darauf zu aohten, daU derLiueal- 
bogen aucb noch mit einem Stücke des bereits ausgezogonen 
Teiles der Liuie übereinstimmt (§26,3). Anderseits suclit man 
die Lioienteile diiroh Kreisbogeu zu 
ersetzen, welolie mogliohst wenig von 
der Liuie verscliieden sind. 

2, Um zwisohen zwei Punkten 
A und B einer Linie, zu weloben die 
Normalen^i., 'Ji^gehdren, zweiKreis-, 
bogen einzusolialteu, deren Mittel- 
punkte K A., Kn auf diesen Normalen 
liegenundwelohesioh in einem Zwischon- 
piinkte berühren, kann man folgeude 
Koustruktiou benützen (Fig. 71); 

Mau zeiolinet eiueu Kreis, der deu Sohnittpunkt O der 
beiden Normalen als Mittelpunkt und OA als Radius bat. Auf 
ihm ergibt die Normale ns ein en Sohnittpunkt B'. Ein passend' 
gewflhlter Strahl ans O sohueidet den Kreis in B'. Die Parallèle 
durch R zu B'D' sohneidet AD' in D. Die Parallèle durch D 
zu OD' sohneidet die Normalen in K a und Kb, deu Mittel- 
puukten derKreisbogen ADund BZ), welohe beiDberührend 
ineiuanderübergeheo. DieRichtigkeit ist aus der Ahnliohkei't 
leicht zu ersehen ; es ist ukmlich 
OAD'ooKaAD und 

Diese Konstruktion ist unmittelbar auf eine duroh'îlîre 
Aohsen gegebenç Ellipse [O, a, &J anwendbar. ’Dâbeiiist' 
der Strahl OZ)' gry.lh’t. srnkrocht zu AZ, 

senkreoht zu A// ■•d ■ /’Aim'Ii"" ii Lagen an- 

gènommen wird. 



§ 17. Zeichnen eiaer Linie, inabesondere der Ellipse. 
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Theoretisch genommen, sobmiegt sioh der Krümmuugs- 
kreis am engsteii an olueLiaie an. Da er sieh abergewdbulioli 
bald nach der Oskulationstelle wîeder von der Linie entfernt, 
so kann nur ein kuïzerKreisbogen benützt werdeii. Es müBten 
also zablveîobe Pnnkte imd Tangenten derEyolute gezeiobnet 
vorliegen, Vorteilbaft sind bauptsaohlioh die Krliramunga- 
kreise fur Sobeitel einer Linie (§ 16, 6). So kduneu bei 



einer Ellipse [O, a, S] zumeist so groBe Stiioko der Krtim" 
mungskreise für die Sobeitel benützt ivetd^n, daü die Zwisobeu- 
teile, mit dem Kurveulineale leiobt erganzt werden künnen 
, (Eig. 68). Eür dieses Zwisohenstück kann riian au oh deu 
Krtimmungskreis für jenen Punkt J) benützen, der ans dem 
unter gezogenen ,Stralile OD^ beryorgèht (§16,6). 

3. Es sei ’wieder eiue Ellipse [O, a, b] gegebon. AVird der 
Strahl O.A^nnob O .lie grr.'l,- A t-di, ht (Eig.7'2) und 

ziebt'mai' au- A'' d ■> 'I an;; int'- <i:. d-ui Kr-is Jlf» , 

welohe' I)^ If,, a,^ Diirc 'ttus.-' * iim. -u isi -io;aüob Tangente 

7 *', 



100 II, Kugel, Zyliüder, Kegel. 

an clen Kreis [O, ci — &] imPunlite weil 2Xil/W® 

ist. Dreht man nun zuriiok, bis horizontal wird 
oder bis OK^ naoh O K parallel kommt, so ist KN die 
Tangente des Kreises [O, a— &], welclie zu senkrecht 

ist. Daraus ergibt sioh offeubar jener Pnnkt J) der TlUipse, 
für weleheu die Normale I)N deu groBten Abstand 
(a — 6) von O bat. 

Babei ist 

= uud B«Ao = BJî:==d-sin(ûiZ). 

Niinist 

daher foigt ans der Beziehung 

ed • sin {cd) = a b, daB c = • sin (c d) =]lab 
ist. Es ist also (§ 16, i) für dieseu Piinkt B der Ellipse der 
Kriimmiingsradins hj) — c~ ]lab und K der Krümmiings- 
mittelpunkt. 

Suoht man das geometrisohe Mittel zwisohen dem grcifiten 
und kleiusten Krümmungsradius, so ergibt sioh 

Ber vorhin konstniierte Punkt B der Ellipse ist also ein 
Puiikt mittlerer Kraramung und DX='^ab der zuge- 
hôrige iCrümmungsradius, Zieht man in diesem Krümmuugs- 
kreise [Z, j/^ô] die Halbmesser und ZBg, welohe zu den 
Achsen parallel sind, so schneiden die Geradeu pnd PP^ 
den Kreis in den Punkten und Q^, Bann ergibt Q^K auf 
der groBen Aohse einen Punkt uud Q^K auf der kleinen 
Achse eiuen Punkt Bg. Bie Punkte Bj^uind Bo sind die 
Mittelpunkte 'Von Kreisbogen AQ^ und B^a, welohe 
sioh au den Bogpn des mitüereu Krümraungs- 

kr Bises berührend anschiieBen. Ben Krümmungsradius 
TcD = ]^ab kanu man auoh unmittelbap findeu, iudem mau bei A 
ein B Normale zu a errichtet bis zum Schnitte 8 mit dem 
Kreise, der ON^ als Burchmesser hat, Es ist daun lcj) = A8. 

4. Man kann auoh Instrumente herstellen, welohe das 
Zeichnen gewisser Linien ermoglichen. 

a) Zum Zeichnen der Ellipse kann zunHohst ein 
Padenzirkel benützt werden. Er beruht auf der Brehn- 
punktseigensohaft der Ellipse (§ 12,2) und ist ein Zirkel mit ■ 
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zylindrisohen Scbenkeln, ao welohen je eineiliilse versohiebbar 
augebracbt ist Ad den Hillseu siod die Euden eiües ud- 
gedrehten, wenig elastischen Fadens befestigt, der durob zwei 
bei den Spitzeu der Schenkel angebraobte Loeber gezogen ist 
(Fig. 73). Dureb passendes Versohieben derHüIsen kaou der 
Zirkel ’so weît geoFaet worden, daB die zwisolien den Spitzeii 
liegende Fadeulange der groBen Aohae eiuer zu zeiobnenden 
Ellipse gleiob wd. Dann setztraan die Zirkelspitzen auf die 



Brennpunkte der verlangten Ellipse, hangt den am Ende mit 
eioem Ohr versebeneu Stift (oder die ReiBfeder) in den Fàden 
ein und zeiobnet ~ den Faden spannend — die balbe Ellipse. 
Naob eiuem Weobsel der Spitzeii kanii die an der o HUI f te 
gezeiobnet werden,^® 

Ein anderer Ellipsenzirkel berubt auf der Ent- 
stebiing der Ellipse aïs ebeuer Sebnitt eines Drebzylinders 
{§ 12,6). Ein Metallstab ist mit einer leiobt versobiebbaren 
Hülse versebeu, an welober der zweite Zirkolsohenkol an- 
gebraoht ist (Figv 74). ‘Dieser Schenkel wird so weit gedffuet, 
daB der Abstand der Spitze des Sobenkels vom M'etallstabe 
gleich der halben kleinen Aohse b der verlangten Ellipse wird. 
Die Spitze bleibt dann bei jeder Versobiebung nnd Drehung 




102 


II, Kugel, Zylindor, Eegel. 


auf einem Drebzylincler mit clem Radius 1), Die Spitze des 
Stabes wird auf deu Mittelpunkt der Ellipse aufgesotzt. Dann 
bringt man den Metallstab in die Ebene, welohe cluroh die 
groBe Achse der Ellipse geht und znr Zeiobenebene normal 
ist, und zwar mit ein'er Neigung a, fiir welcbe tg a = & : c ist, 
Dies kann etwa dadurch berbeigeführt werden, daB man die 
Exzentrizitat verdreifaobt und im Endpunkte au einem aufge- 
stellten recbtwinkligen Dreieoke die Hdhe 3& fosllegt. Die be- 
weglicliD Zirkelspitze besohreibt dann die verlangte Ellipse. 



y) Im § 16, 2 wurde gezeigt, dafi die in der Elg. B9 'vor- 
komnienden Stïecken ^j^und G^Æ^konstant sind, nümliob 
EF=a~-l} und 0-Iï=a-\-h. 

Geht man umgekehrt von der Stïeoke (JÆ” ans, welohe 
si oh s O bewegt, daB G un d auf z wei zueinan der senk- 
rechteu Geraden siob versoliieben, errichtet bei und 
ÆTdie Normaien, welohe sioh in iV sclmeiden, ziebt die zweite 
Diagonale OiY^ des entstebendeu Reohteckes, logt dnroh einen 
beliebigen PunktD der Geraden GM die Parallelen 
und DDg zu den Seiten des Reohteckes bis zu den Sohnitt- 
punkten jnit ON, so mliB fût jede Lage der Streoke (?Jïirûmer 
DGund D^O= Nil sein, d.h, D, und N„ inüsson immet 
auf zwei konz entrisoh en KrHoo-i mi*- do*' i *. O T) . 

'ODg liegen. Daraus folgt, .•ii. D | ■. „-o|| i-.;.- . 

welohe ans dip««n ii<. i j... , j-, \ 

her'i-'i ! *1 1 fl •,/, .(• |i ■ '.4 .,, /)(,' ||.;[ ■ ij If i^j 

Jlu.-I:; d. • |>ii"h /; ■■.'idi n-i H ilm . >. 1/ .l.*r 

StK . {/ il. ‘d {)(i If il, a '■(, 'î il 
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jjDer Halbierungspuiikt M dor Streoke G-H besohreibt 
eiüen Kreis mit dem Mittelpnnkte O und dem Radius 

flierauf bcriihou zwai Formen y on Eilipsographeu. 
Boim einen (Fig. 75) werdeii zwei verstellbare Zapfon TT 
eines Stabes mit Sohîebern verseben, welche in den Sc-hlitzen 
eines rocbtwiukligen Führungskreuzes gleiten. Der boi D an- 
gebraohte Stift besohreibt dann die Ellipse [O, DE, DE], 
Beim audereu (Fig, 76) wird bloB F* in dieser Weise ge- 
fdhrt, wahreud derHalbierungspunktil/ der Streoke duroh 
eine Xiirbel OM anf einem Kreiso gefiihrt wird,®® 


§ 18. Abbllduug uud Beleuchtung des Kreises; ehene 
Schuitte einer Kugel. 

1, Für einon Kreis sei der Grand- und AiifriB des Mittel- 
punktes O, die duroh diesen gehendo Horizontale A und Fron- 
tale f der Ebene sowie der Radius r gegeben (Fig, 77). 

Im Aufrisse erhalt ^ 
man die Soheitel A’j, Ajj M\; 
der groBen Aohse der 
Ellipse, indem man auf 
f” ■ unmittelbar den 
Kreishalbmesser r yon 
O" ans auftragt. Die 
kleiue Aohse ergibt sich 
als ProjektioD des spur- 
pormalen Durohmessers 
aufderzu/’"senkreoht6n 
Geraden m", indem man 
etwa die duroh m gehen- 
de, zur AufriBebeue nor- 
maleBbenealsneuePro- 
jektionsebene(§9,4)um“ 
legt. Ist P der Solinitt- 
pnukt von m mit der 
Koînzidènzgeraden h, ' . 

so liegt O um' den Abstand E'f vor P (bei TJbersiolit). Maoht 
mau 0"0® = P'f, so isl 0®P" die Uraleguug w®, anf weloho 
wiedcr der Radius naoh b®Pj aufgetrageu werden kann. 
Duraus orhalL man dann die Soheitel der kleinen 

Aohse. ' , 



>(Y 
Fig. 77. 
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II. B.ugel, Zylinder, Kegel. 

Fül’ deu Grni ndrifi des Kreises ergibt sioh die groBe Aohse 
anf h\ die kloine A dise auf der zii h' iiormalen Geradomi'. 
Ist jetzt R der Sohnittpunkt tou n mit der Geraden h iind maoht 
niau 0'0'^^R"h'\ so ist O'^R' die Umlegung ii** der Spiir- 
normalen n . Duroli Auftraguüg voü r iiaoh 0^ ei’lialt niaa 
die kleine Aohse 

Übungsaiifgabe: Der Mittelpuukfc O eines Kreises ist im Gruod- 
uud Anfrisse gegeben; feraer kennt nian zwei koQ]ugierte Durchiuesser 
fur den Grundrifi des Kreises. Man soll den AufriJÎ des Kreises finden, 

3. DerSohJagschatten des Kreises auf oine Ebeneist 
eiiiev Ellipse (§ 15,4). Der Soblagsobatten des Punktos O ist 
der Mittelpunkt uud der Schatten zweier normaJerDurobinesser 
des Kreises bildet koujugierte Durcbmesser der Ellipse. Es 
soll dies fur einen besouderen Eall naher ausgeführt werden. 



Plg. 78. 


HorizontalerKreismitDiagQualbeleuohtuiig. Ein 
liorizontaler Kreis [O, r] ersoheint im Anfrisse aïs horizontale 
Strecke 

a) Es soll der Schlagsobatten des vordereu Halb- 
kreises auf die durob den Burobmesser AB geheude 
AufriBebene gesuoht werden (Pig. 78a). . 

*DieKreiseb6ue selbst kanu mau als Grundebenebenützeu. ' 
Nimiut inan zuuHobst die normaleii Durcbmesser AS und ORf, 
so ist A.B sein eigener Sohlagsobatteu. Legt man durob (7 den 
Liohtstrahl Z, so erhalt mao den Soblagsobatten im Eok- 
punkte eines Qu^drates mit der Seite r. Der Affinitatstrahl 
G ' ist zur Affinitatsaobse AB parallel, alao ist die Oharak- 
teristik d — -f-l. Eür Diagonalbeleuohtung ist hier die Sohlag- 
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sohatteuellipse mit dem unigelegten Kreiso aquiyalent affin 
Fur die Sclilagsohattenallipse sind OB~r 
U □ d O Og = r )/2 k O n j 11 g i er te H a 1 b 111 e s s 0 r ; s i e s O b U 0 B 0 n 

d en AV i 11 k 0 1 e i n . Für B ist 1 = -j/^, 93 = Ij der Krüm- 
iiiuugsradiiis X;= 2 r|/ 2 , also der Krümmiingsimttelpiinkt im 
SoliDÎttpunkte von BC mit der KreistaQg0nte fiir A. Für Og 
ist ;» = I, h = r uud B sclion der Krüramungsmitt0lpuiikt. 

Siioht raaii ii'och den Sohatten der Durohraesser B F iind 
OIT, so liegtÆg^g mit JS' F' auf derselben Horizontalen, so 
daB JS^ auf dem Ordner des Punktes O sioh b0find6t uud 

H,F,^ff'F' ist. Niin sind OÆg -~/2 imd 

wieder konjiigierte Halbmesser der Sohatteu ellipse; für ihreu 
eingesohlosseiieii 'Wiiikel ist tgi^gOHg — 2 . 

/?) Es soll der Solilagschattoii eitios H al b kreises 
auf eiue Ebeiie gesiiolit werdeu, weloliü im positiven 
Oktaiiten miter nj^ dur oh die .^-Aohse geht [bei 
Baubestandteilen lieiBon solohe Ebenen Gehrungsebeneu] 
(Fig. 78 b). Der Schlagsobatten ist eiiie Ellipse, für welohe 
OF uiid OHg die Halbaohsen sind. Es ist 

a^r, h — 

U A 

Der Sohlagschatteu des Kreises auf die erwahnte 
Gehru ügsebeiie ist eiue gleioliseitige Ellipse, 

Im Aüfrisse ist O” F” normal uncl glcioh O” H's\ daher ist 
der AufriB dieser gleioliseitigen Ellipse eiii Kreis mit 

dem Radius ?> = ^f/ 2 . 

U 

y) Es soll derSohlagsohatten einos Kreises auf eine 
zur KreiizriBebetie senkreohte Eben0[Daoheb0n0] ge- 
suoht werdeii (Fig. 78 c). 

Die zur KreuzriBebeue senkreohte Daohebeiie liabe eine 
KreuzriBspur , wobei \die .s'-Aobse duroh den Mittelpunkt O 
des Kreises geben soll und ein KreuzriB von reohts voraus- 
gesetzt sein mag, so daB V" parai lel zii l" wird. Es ist daun 
die duroh die A-Aobse gehende Lichtstrahlebeiie eine Koin- 
zidenzebeiie für AufriB uud KreuzriB. Da nuii der Sohlag- 
sohatten za der A oh se auf die Daohebene im Kreuzrisse als 
ersobeint, so ist d^ auob zugleioli z'i, Zieht man duroh 


Zylinder, Kegel. 


0 die Parallèle zu l”, so ergibt sich cler AufiiU OU des Schlag- 
scbattens des Mittelpnnktes 0 auf die Dachebeae. Der Scbattea 
des Durohmessers AB isfc eine gleiohe uud parallèle Strecko 
AaBd. X)er Durohmesser GH liegt auf der erwühnten Koin- 
zidenzebcue uud bat daher seinen Scbatten OdH'd auf Die 
zu GH parallelen Sehuen J.D'Uud 50 baben aiso Sohlag- 
scbatteu A'^D'â uud welchô zu za parallel sein müssen. 

Dan U siud A'/iBa und GaBa konjugierte Durohmesser der 
Sohattenellipse. Derzix Oi'ÆTd konjugierte Durohmesser 
ergibt sicb daduroh, daB die Sebuen 05 uud ^i^'Scbatteu 
baben, welohe zu AB parallel sind. Dabei ist HH au ch zu- 
gleich Fd\ weil der ganze Sohlagsobatten im Kreuzrisse auf 
erscbeint und die boiden Projoktiouen auf einem horizon talen 
Orduer liegeii müssen. Das Dreieck GaFaH'd euthalt deu 
Neigungswinket s, der Dacbebene gegeu die Grundebeiie und, 
anderseits deu Winkel 7t/^, Pür — wird es gleioh- 
scbenkligund mau erhaitio diesemPalle dieAohsen der Ellipse. 

ÜbuQg^saufgabe: Dreî Punkte aind duroh Aufrili und KreuzriQ 
gegebeii, Es isfc der Aufrili einer Ellipse au suchan, welohe duroh die 
dreî Punkte geht und im Kreuzrisse als Kreis erscheint. 


â. EiueKugel [0, r] sei im Grund- und Aufrisse gegeben. 
Bine Ebeue e schneidet die Ebene des borizontalen Umrili- 
kreises in einer Geradeu h und die Ebene clos zur Au frifi ebene 
parallelen TJmriBkreises in der Geraden f. Dabei muÛ der 
Schnittpunkt von h' und y' mit jenem von f" und auf einem 
Ordner liegeu (Eig. 79). 

Jeder ebene Sobnitt einer Kugel ist bekanutliob 
eiu Kreis. 


üm den AufriÛ des Sohnittkreises der Ebene zufinden, 
denkt man sioh die duroh 0 normal zu /’gehende Ebene auf 
die Ebeue des Umrifikreises umgelegt, wobei dor ÜmriBkreis 
der Kugel derselbe bleibt. Die Senkreohte m” ,vou 0" zu f' 
ist sohon der Aufrili des spurnormaleu Durch mess ers des 
. Sohnittkreises. Dié Spiir der Ebene e auf der neuen Pro- ' 
jektionsebene gaht duroh dQüScbaittpimkt5"voD w" und f" 
anderseits duroh die nene Projektiôil jp** des Punktes J? von w. 
für welcben 0" ist. Es jst also = 0'P' zu maphen. 
Der Scliiiittkreia ers oh oint auf als.,Sebue BjBrf. Durch ■ 
Halbieren ergibt oic'h der'R.«dir'’ \ u- |. ( iii.n d,. i 

Mittelpunkt il/", .. •■ l> - i ■■ /;, li m-I f •iOi-. 

tragung von ilPp; • ■.Hi 1/ .1 1/ |', -lii -l: ■.■■! 
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fût clen AufriB des Schnittkveises. Der Krois wird bei den 
Schnittpimkten B, S der ^rontaleu f uud des ÜmriBkreises 
unsichtbar. Die Ellipse muli don scheiubaren üiïi" 
ri B bei B” uud S" berühren. Die Taugeutialebeneu der 
Kugel fiir R uud A^siud namlioh projizierende Ebeneii, wes- 
halb die Projektiou der Tangente des Schnittkreises mit der 
Tangente des UmriBkreises zusammeufallt. 

Für den GlrundriB des Sohnittkreisos ware das Ana- 
loge zu macheu, namlioh mau legt die diiroh O normal zu h 
gehende Ebene auf die Ebene des UmriBkreises um usw. 



Fig. 79. 



Greht die Ebene durch deii Mittelpuukt O der Kugel, so 
heiBt die Schnittlinie qin GrroBkreis, Der GroBkréis, dossou 
Ebene zu’e paralleJ ist, erscheint als Ellipse, welche den zu f 
parallelen Durohmesser des UmriBkreises als‘ groBe Aohse 
besitzt und welche in diesen Soheiteln den UmriB krois berührt. 
Die kleiue Aohse erhült mau ans dem ziv Bx^jx parallelen 
Durchniüsser dés UmriBkreises. 

Es sei ein GroBlciois godacht (Ejg. 80), dessen Ebene zur 
Grnndobeiie normal ist und der als Durohmesser -Bj-BjV er- 
schoiv. Im o”*;' - i ;iN 7’''|.-56 mit den Aobsen 

.s. H, }l !■ 1 ■|.■r ir welche dom 

!ii ‘-,' 1 . 1 'i ’..i. ! il O g ist (§ 13,2), Zieht 
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man niin deii zu diesem GroUkreise seükrochteü Dnrohmesser 
NS der Kugel, so foigt ans cler Kongrueuz cler recliLwinkligen 
JDroiecke, welche O' B jj iiod O' N' ais gleiolie Hypoteiiiiseo 
besitzen, duB O" N” = O" 8" — c Die Putikte JV”, /S' kanu 

■niau die Polpuiikte des Kreises [O, r] nennen. Die 
Punkte, welche aiif der kleinen A ch se einer Ellipse im 
selhen Abstande c yom Mittelpiiukte O wie die Brennpunkte 
dieser Ellipse liegeü, nennt inau die Antibreunpunkte 
der Ellipse, 

Die Norraalrisse der Polpunkte eitios Kreises 
sind die Antibreunpunkte der Ellipse, welclie den 
NormalriB des Kreises bildet, 

Weun zwei GroBkreise ziieiuauder normal sind, so gebt 
die Orthügonalprojûktiou dos einen durcb die Antibrennpuukte 
der Ortbogoualprojektion des anderen, 

Übnngsaufgabenj 1. Der GroCkreis, weloher duroh zwoi Punkte 
5, T einer Kugel bestimmt iat, soll abgebildet werden. 

2, Der AufriB einea Gradnetzes einer Kugel — oinea ver- 
kleinerfcon Abbildea der Erde — aoll konatruierfc worden, wenn 
die Achae NS zur KreuzriBebene parallel iafc iind eine Polhohe 
? — vorausgesetzfc îat. Pür die Aufris^e der Moridiane liegen die 
Antibrennpunkte anf dem Anfriaae dea Aqiiatora. Die Brennpunkte 
qplbat liegen daher ouf einer Bllipae, welche gegen den AufriB des 
Aquators um tt/j gedrebt ist {N", S" ala Brennpunkte hat). 

,3. Eine Ellipse, von weleher der Scheitelkreia [O, a\ und zwei 
Punkte S, T gegeben sind, ist zu konatruieren, 

4 Eine Ellipse, von weleher der Scheitelkreia [O, a] und em 
Punkt T mit der zugehorigen Tangente t gegeben sind, lafc zu 
konatruieren, 

6,^ Eine Ellipse _ soll einen gegebenen Kreia doppoU berühren und 
überdies durch drei innerhalb dea Kreises liegende Punkte A, JB, C gehen, 

6, Von einer Ellipse lat der Mittelpunkt, eine Tangente und ein 
doppelt berührender Kreia gegeben Loaungen],®^ 

7. Durch einen Punkt T einer Kugel ist ein GroÛkreis zu legen, 
deasen Tangente für T einen gegebenen Einfallawinkel s gegen die 
Qrundebene besitzt, oder dessen Ebene mit der Grundebene den 
Neigungswinkel e bildet, 


§ 19. Das spharische Dreieck. 

jjZwei Punkte A une] G einer Kugel, welobo nioht dia- 
métral liegen, bestiramen einen GroBkreis.‘‘ 

Der kleiuere Bogen cliesés Groûkreises ist die, 

kiirzeste Verbindungsliiiie der Punkte A und C auf 
der Kugel (geodatische Linie), 
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Es spielt also der G-roBkreis auf der Kugel ©ine 
. âhnliohe Rolle wie die Géra de io der Bbene. 

Ein dritter Puokfc B der Kugel bestimmt mit Â den 
kleineren Bogeii BA = q eines GroBkreises und ebeuso mit G 
den kleineren Bogen BG=a eines anderen Grofîkreises. Der 
dnroh die drei spharisohen Streoken a, &, c begrenzteTeil der 
Kugel heifît ein gewôbniiohes spharisches Dreieck 
(Eulersohes Dreieck). 

Für die Seiten ft, &, c and dieWinkel A, JB, C eines ge- 
wohn lichen spharisohen Dreieokes ist 


0< a, hf c <nf 0< ^1, B, G <n] 

0 < (a + & + c) <2?!, 7i<{A'\-B ■^G)<Sn, 


Hier werdon sowohl die Seiten als auoh die Winkel nach dem 
BogenmaBe gemesseu ; es herrscht daher auf der Kugel auoh 
in bezug auf die MaBgioBon yollkommene Dualitât* 
Es gibt hier seohs Grundanfgaben, welche sioli paar- 
weise (dual)' gegeuilbersteheu, namlioh das gewohnliohe 
spharische Dreieck ist bestimmt duroh: 


1. die drei Seiten [a, &, c], 
3. zwei Seiten und den ein- 
geschlossenen Winkel 

[«, h, Gl 

6. zwei Seiten und einen ge- 
geniiberliegenden Winkel 
[ft, c, 


2. die drei Winkel [^, B^ C], 
4. zwei Winkel und die da- 
zwisohen liegendo Seite 
[4, B, c], 

6. zwei Winkel und eine 
gegentiberliegende Seite 

[yi, a, al 


Es sollen dann die drei fehlenden GroBen gefundon und das 
spharische Dreieck selbat abgebildet werden. Die Aufgaben 
kônnen leicht gelostvosverden, wenn eine Seite, z. B. &, auf der 
Grundebene liegt oder wenn einWiukel, z. B. J?, auf der Grund- 
ebene liegt (wenn alao die Kugel in B die Grundebene berührt), 

1. Es sei 2. Es sei 


a =45® 

6 = 60®, 

6 = 50®. 

Man nimmtauf der Grund- 
ebene die Seite h an, reiht die 
Umlegungen der beiden 
anderen Seiten an undzeichnet 


À = 60 ®, 

JB = 76®, 

(7= 67-1®. 

Man nimmt anf der Grund- 
ebene den Winkel JB an. Soin 
Soheitel ist zugleioh ‘ der 
GrundriB O' des Kugelmittel- 
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II. Kuge], Zyliocler, Kegel. 


den UniriBkreis [O, r] der 
Kngel (Fig. 81), Danu sind 
A und C schon zwoi Eokpimkte 
des spharischen Dreieokes. 
Die Normale von Bq zu OA 
und die Normale von B a zu 
OG schneiden sich im Grund- 
risse B' des dritten Eck- 
punktes und OB' ist der 
GrimdriB der zugebdrigen 


punktes (Fig, 82), Nuii sei B 
selbst der Mitleipunkt einer 
Hilfskugel, fiir weiohe derUm- 
rifikreis gezeiohnet ist. Die 
Senkreehte BR zur Ebene 
der Seite c sei die Achse eines 
Drelikegols, welcher diese 
Kiigel berührt, und zwar so, 
daûdielTmriBerzeugende RE^ 
m\tBE^ deuWinkelA bildefc. 



Kante. Erriohtet man in B' 
die Senkreehte zu. OB' bis 
zum Sohnittpuukte B^ piit> 
dem Umriûkreise [0,r], so er- 
hâlt maü die Hdhe B' B'^ des 
KugelpunktesijberderGrnnd- 
ebene, Dreht man die Punkte 
nach F^^ so ergeben 
siob dureb die Verbindungs- 
geraden ^^fif^'und B^F^ die 
Wiukel A und G, De^ GroC- 
kreis, auf welobem die Seite c 
'iiegt, ersoheinfc aïs Ellipse, 


Ebensû sei die Senkreobte B 8 

zurEbenederSeiteadieAobse 
eines Drehkegels, derebenfalls 
jeue Kngel berührt^ und zwar 
so, daB die <Umrifîerzougende 
8F^ mit BF'^ den WinkeLG- 
bildet, Als Berllhrun^skegel 
derselben Kugel haben diese 
Kegel zwei geraeinsame Tan-' 
gentiajehenon, ’wolebo dureb 
die, Vorbindungsgorade dor 

gpîf./f,.) .VjTffV. P -J 

mi' g.' g 
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welche OA aïs balbe groBe 
Aohse bat; die balbe kleine 
A dise erbâlt man durob Auf- 
tragen vou r auf Hier- 

aus kanii der GiundriB c' der 
Seite e gezeicbnet werden. In 
analogerWeise fiudet raaii a'. 
Um deu dritten Winkel JS zii 
erhalteiij legt mai) die Tan- 
geutialebene des Punktes B 
um. Die Tangente bei B^ 
gibt den Punktilfi, in welohem 
die Spur sankrecht zu OB' 
ist, odor die Taugenten pc uud 
qa geben die Puiikte Pj, 
derenVerbinduDgsgeradeauob 

ist. Frtiher (§ 11,3) wiirde 
schon erwâlmt, daB t, die 
Polare von B' in beziig auf 
den UmriBkreis ist. Die llm- 
leguug B^ erbült man danu 
durch den Halbmesser JkT^B^ 
oder dnrch die zwei Streckeu 

Die Strecken undOP^ 
besobreiben bei don Dre- 
bungen Kegel, welche sioh in - 
zwei zur Grundebene sym- 
metnsoh liegendeu Erzeugeu- 
denOPschneideu, Dsergeben 
sioh also zwei symme- 
triscbe spbârische Droi- 
eoke, welche wôbl dieseïben 
Seiten iind Winkel apfwei'sen, 
aber nioh^ zur Deokimg ge- 
bracht werden kdonen., 

s !'d ’ lit J >‘i ' 1 ■ . V.» 

i.'f ; 1, -• J l’i 

is:. .Mai» l'i ' , !■ 1 1-' i >o'ii)iii- 

• diî. a. ::li 


ebeuen die vei'langten Winkel 
A und ObiUlen, Die Gerade 
PPsoh D eide t die Seitenebenen 
in denPunkton Q,P, Legt man 
diese Ebenen um, so kommtO 
auf die Seukrecliten bei B zu 
B Q uüd BP. Zieht man aus Q 
die Tangente au den umgeleg- 
ten Basiskreis mit dem Mittel- 
P U ukte P U n d (1 eni Racli U s BP^, 
so ergibt sîcii die Umlegung 
Ofl. Durch die Tangente aus P 
au den iirngelegten Basiskreis 
[P, BB^] erbült man die Um* 
legung Oc. Zur Probe muB 
= sein. , Jotzt bat 
man die zwei Seiten und 
bereits gefundeu. Die dritte 
Seite ergibt sicb durch Um- 
legung des Dreieckes POQ, 
nümlich durch Ubertragen der 
Strecken POf und QOa iiach 
PO^ und oder durch 

die Spurnormale. 

, Die zwei zur Grundebene 
symmetrisohen Berübruugs- 
ebenen derHilfskugel ergebon 
auoh zwei symmetrisohe 
spharisohe Dreiecko, 
weloho, dieselbou Seiten une! 
Winkel aufwoisen, aber nioht 
zurDeckung gebraoht werden 
kdnnou. [Das 'Dreieok PPQ 
istdieguomonischeProjektion 
(II, Bd., § 60 , 3 ) der beiclen 
spharisoheo Dreiecke.] 

Db B‘ rübrungsebeueu sind 
iiii I ■ -îll, wenp 
. I . >{ji-^B)>{A-G) 

gegonteiligen Pallo 
s»*li‘ 1(1 1 nümliob B8 die 
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II. Kugel, Zylindor, Kegel» 


(a + c)>(rr— &) ist; cIedd 
führoü aber zwei solche Er- 
zeugende zu spharischonErei- 
eckeii, welche statt einer der 
gegebeneu Seiteu das Siipple- 
meut entlialten. 

Hiermitistauch einefrüher 
(§ 7, 3) erwübnte Aufgabe ge- 
lost. Siud namlioh OA, O B die 
Spuren e^und/’^zweierEbeneu 
und 0-B die Schnittgerade der 
Bbeneu, so istbei^^ die'wahre 
GroBe desNeigungswinkels 
der Ebenen gefanden. 


Hilfskiigel iu roellen Punkten, 
und daon siud die Berübrungs- 
ebenen aus BS imagiukr. 


Man kann die Aufgabe auch 
so ausspreohen : „Es soll eine 
Ebene gefiinden werdeu, 
welohe mit zwei gegebeneu 
Ebenen (die zur Griiudebene 
normal sind) bestiinrate Nei- 
gungswinkel bildet.“ 


Aus Eig.81 kann man uumittelbar die Grundgleichungen 
der spharisohen Trigonométrie ablesen: 
jBP' = r ' sin asin 0=5r -sin c sin A 


sîu a __ sin c sin h 
sinA sin O.” sin j? 


. Sinussatz. 


OE^^OB' oos 6 + FB' • sin h 
r • cos c = r cos a • cos 6 + sin a cos G • sin h 

cosc==cos a cos 6 + sin a sin ô • oos G,,, Cosinussatz. 


3. Wenn [a, &, G] gegeben 
ist, so ist im wesentliohen die- 
selbe Figur iu andererJReiben- 
folge zu koustruieren, 

[t, «x, F{0}, B', ÆX, P^, 


O 



4. Wenn [A, c] gegeben 
ist, so ware aucli wioder die 
obigeEigurin an dorer Reihen- 
folge herzustellen, 

[B, c^ P, E-, A, P, Q, 
B, O^.] 

Die Figur ware auch für deu , 
Fall [tty 6, c] oder [a, c, P] ver- 
wendbar. 

Wenn [A, G, h] gegeben jsfc 
und die Seite 6 auf der Grand- 
ebene liegt, so ist die Lôsung 
auch selu' einfaoli (Fig, 83). 
Die Spuren e^, der beideii 
Seiteu ebenen sohlioûen die ■ 
Seite 1) ein. In einem be- 
lîebigen Punkte E von wird 
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§ 19 . Das apharische Dreieck. 


0 , Es sei 

c~50®, 

Znuaohstkann (Eig, 84) die 
Umlegung der Seite c ge- 



/:irV.n. I> ii -d dm 

•’ .du- Cm \r.f 

ll‘ÎU'':'i il--' \\ r.I» 
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eîüe Spur normale m gezeioh- 
net, so daB m' und den 
gegebeneu Winkel bilden. 
EineHorizontale hj dei’Ebene 
ergibt Bas reohtwiuk- 

lige Dreieck ;iS'‘’iiS"i^^mitdem 
Winkel 0 liefert den Abstand 
■für Mi von /■. . Die beiden 
Horizontalen /ij und /ijj der 
Ebenen ergeben einen Punkt 
B der Sobnittgeraderi. 

Eür den besonderen Eall, 
daB A^C ist, wird OB' die 
flalbierungsgerade des 
"Winkels derSpnren 

6. Es sei 

A-67io(62i), 

a=60^ 

«-46°. 

Zunaohst kann (Fig. 85) die 
Umlegung der Seite a auf 



die G-rundebene gezeiohnet 
und dan U dur oh Auftragen 
des Winkels C ,bei F der 


8 
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II. K-ügel, Zylincler, Kegel. 


Die Senkreehte von Pj zu O B 
ist die Spur derTaugential- 
ebeue fiir P. DieKanteOD 
liegfc auf einem Drehkegel, 
welcher O B aïs Achse besitzt. 
Auf dor Tangeutialebene bat 
diesel’ KegeJ einen Basiskreis 
mit déni MittelpuiikteP und 
einem Radius s. deu man diirch 
Antrageii der Seite bei 
OBc findet. Der Kreis mit 
dem Mittelpiinkte B"^ und 
dem Radius s sohneidet die 
Spur in zwei Puukten Qj 
und Çjj, aus welohen sien 
die Sebuitterzeugenden des 
Regels mit der Griindebene 
und sobin im allgemeiiien 
zwei mdgiiebe Eckpunkte 
C^, Gji ergeben. 

Weun 8>BP^ ist, so wird 
der Punkt Gj uubrauchbar, 
da das zugehdrige Dreieck 
entweder uicht die Seite a oder 
iiiclit deu Wiukel A (sondern 
das Supplément) eutbalt. 

Wenn s<BM^^ ist, so 
werden die Eckpunkte Gj- und 
Cÿj imaginai’. 


Eiiie genauere Diskussion, 
bei welcher ünd G^nf^ 

vorausgesetzt wird, zeigt: 

„Das spharische Dreieck ist 
durob zwei Seiten a, c und 
den gegeaûberliegenden Win- 


Punkt B gofuudeu werden, 
Die Senkreehte von zu 
OB' ist wieder die Spur 
der Berührungsobene für B. 
Zieht man durcli P® eine 
Gerade, welche mit der Yer- 
lângeruug von FB' den 
Wiiikel A bildet, so ist der 
Kreis [P', P'P"] die Basis 
eines Drehkegels, dessen Be- 
rührungsebeneu durch Pgelien 
und mit dor Grundebeue oineu 
Neigungswiukel A bilden, 
Dureb die Kaute OB goben 
zwei Taiigentialebenen an 
diesen Kegel, deren Spuren die 
Taugonten und OPjj an 
den Basiskreis sind. Daraus 
ergeben sich im, allgemeinon 
zwei mdglicho Eckpunkte 

Dabei ist die eine Kante 
OAj naob abwarts gerichtot, 
w'âhrond OA^^ in die Yer^ 
laugerung der Tangente nach 
aufwilrts fâllt. In dem an- 
genommenen Beispielo wird 
aber der Punkt Ajj unbraueb- 
bar, weil das Droieok AjjB G 
nicht den Winkel A, sondern 

daaSupplemontentbitlt.Wenn 
der Radius B'E^>B'0 ist, 
so werden die Tangenten, 
also auch die Eckpunkte Aj 
und Ajj- imaginür. 

Bine genauere Diskussion, 
bei welcher a^nj^ und 
vorausgesetzt wird, zeigt: 

„ Das sphM.risGhe Dreieck 
ist durch zwei Winkel A, G 
und die * gegenttberliegende 
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kel A üiir daun eiudeutig Seite a nur daiin eindeutig 

bestîinmfc, weau a zwisoheo bestimmt, wenn A zwîsohen 

c iind (tt—c) ist, soiist or- C uiid (tz—G) ist; sonst er- 

geben sich zwei gowobulicbe gebou sioh zwei gewdhnlioho 

Dreieoke oder zwei solcbe, Dreiecke odor zwei aolche, 

bei wolchen h und JB über- bei welchen JB und h übor- 

stiiinpf si tld, oder zwei solohe, stumpf sind, oder zwei solobe, 

bei welcben der Eckpuiikt G bei welchen der Eckpunkt A 

imaginai’ ist.“ imaginai* 

Übuüg saufgaben: 1. Etir ein sphiirisohes Dreieok iat die Smnmo 
zweier Seiten (ft + Ô), die dritte Seite c und der gegeniiborliegende 
"Winkel C gegeben. Besonderer Eall: 0 = 7r/j. 

2 Die Summe der drei Seiten (a + & + c) und die zwei Winkel A 
und O sind gegeben, 

3, Man soll für ein sphariaches Dreieck die Hohen (don Hohen- 
schnifctpunkfc), den umachnebenen Kreia und deu eingeachriebonen Kreia 
konalniieren. 

4 Der Schoitel emes Wmkela c iat gegeben durch O", O'. Die 
Schenkel des Wiukela schlieQen mit der Yertikalen z die Wmkel a und b 
ein. Wie groC iat die Projektion C dea Winkela? — fleduktioa einoa 
Winkels anf den Horizont. ■ — Umgekehrt: Man aoll aua der Projektion 
den "Winkel im Baume finden. 

6, Es ist die geographiache Lange k und die geographiaohe Breito p 
für zwei Orte der Erde (Mittelpunkt O, Erdaohae z, Mullmeridian in 
der Aufrifiebene) gegeben, Mau aoll den AufriB und die wahre GroCe 
des kürzeaten Verbindungawegea finden. 

6. Es ist eine Bbene gegeben (Spur , Neigungswinkel = nj^). 

Auf der Ebene liegt ein "Winkel S^7l|^. Die Spuren und T, der 
beiden Schenkel sind gegeben und die Projektion des Winkels aoll 
SI = (jij^ + nja) aein [6, /iï,] (Hilfakugel dureh zwei Ereiae). 

7. Es sind Gerade zu finden, weloho gegen die Grundebene den 

Einfallawinkel und gegen die Aufrifiebene den Einfallawinkel «2 
aufweisen [a = 7r/2, & = C=a 2 ] 4 Losungen aind brauchbar), 

8. Es sind JSbfinen zu suehen, welche gegen Grand- und Aiifrifi- 
ebene die Neigungawinkel A und C aufweiaen. 

9. Es sind Gerade gesucht, welche zwei windaohiafe Gerade s, t 

unter den Wmkeln a und o achneiden, i 


§ 20. Ebene Schnitte eines aufrecliten Kreiskegels. 

1, Ein aufrechter Kreiskegel (Drehkegel), clesseii 
Achae vertikal ist und mit den Erzougendon deu Winkel ^ 
bildet, forner eine zur Aufrifiebene normale Ebene e, weloho 
mit der Kegelaohse den Winkel a bildet, seien gegeben. Die 
Sohnittlinie des Kegels mit der Ebene soll untersiioht werdeii. 

, ' 8 * 
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II Eugel, Zylinder, Eegel, 

Es siiitl (la die drei augeasoheinlich vorscliiedoneu Falle zu 
uiiterscheiden : 

Die zugehorigon Kegelschnitte heiBea; 

Ellipse, Parabel, Hyperbel. 



2. Ein beliebiger Puokt y der Sohni'ttliuie ergibt aioh 
al s SchnittpuDkt einer Kegelerzeugenden SJR mit der Ebene e; 
seine Projektionen sind T” (auf der Spnr der Ebene e) uud T' 
(auf dem Grun drisse des Kreises mit dem Radius MN). 

Die Ebene, welcbe duroh dieKegelaohse normal zur Ebene e 
gebb, ist eine Symmetrieebene flir beide Gebilde. Sie sohneidet 
den Kegel in zwei Erzeugenden (in deu Ejguren sind es die 
UinriBerzeugenden), auf welohen aioh die Sohnittpunkte Aj- 
imd A^i ergeben. Im zwei ton Eallô ist die eine Erzeugende 
zur Ebene s parallel, daber rtickt der eine Sohnittpùukt ius 
UneudJîohe, , ' 

Die Orthogoualprojektiou , der JKegelaohse auf 
die scbneideude Ebene ist eine Symmetrioaohsp des 
Kegelsohuittes. Auf ibr liegen z,wei Scbeitel Âj, Ajj\ 
bei der Parabel ist nur ein SchoitelA vorliandeu, cUi’" 
andere ist uneigeutlich, 
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Der AiifriB des Kegelsohnittes ist im ersten JFalle die 
Streoke AjAjj auf im zweiten Falle reioht er von A bis ina 
Un end 11 oh O, im dritten Falle ist er die Nebenstreoke von AjAjj;, 
Die Dbene schneidet da in b eide Telle des Kegels eiii, die 
Hyperbol bat zwei Aste. 

Unter den Kugein, welohe deu Drebkegel langs eines 
Parallelkroises berühren, gibt es zwei, welolie aiioli die gegebene 
Ebene berühren. Ihre soheinbaren Umrisse sind bei der vor- 
liegendeu Ann ah me die Kreise, we Jolie die Spur der Ebene 
und die UmriBerzeugenden des Kegels berühren. Ihre Mittel- 
punkte Oj, Ojr ergeben sich auf der JKogelaohse duroh Halbieren 
der Winkel nei !ijiind Ajj. Die Kugein berühren die Ebene 
in den PuBpunkten Fj- und der Normale!! aus Oj iiud Ojj 
auf die Ebene Ê, ferner den Kegel in zwoiKreisen, welohe von 
den FuBpuukten 6^ und J? der Nornialen ans Oj und Ojj auf 
die UmriBerzeugende beschrieben werden. Die Erzeugende SR 
trifft diese beiden Kreise in den Punkteu J und K, Im zweiten 
Pâlie rüoken wieder Ojj, Fu, R und K ins Unendliohe. 

Nun ist nach einem früher (§ 12,2) erwahnten Satze 


im ersten Pâlie: 

TFj =tj\ 

TFjr^TKl^ 

TFj + TF^j. - JK^ G R 


im dritten Pâlie: 

TFj = PJ" I 
TFii-= TK] 


TFj-TFjj=JK^ GR^) 


Insbesondere ist für die beiden Soheitel Aj und Ajj 


A, F,+A, 

AjiFj.+ AjiFji= G S. 
Duroh Addition ergibt 
sich: 

AjAjj + AjAjj — 2XGR, 
also 


und 


Aj:A,,= eB 


TFx + TFj^ = AjÀjj 
Dabei ist - 


A^Fj-AjFjj^~GR, 

AiiFj—AjiFij = ' GR, 
Duroh Subtraktion der 
oberen Gleicbnng erhalt man: 

AjAjj -f- AjAjj == 2 X Æfj 
AjAjj^GH . 
und TFr-TF„==ÂiAjj. 


AjAjj 


X -^11 
== GR—OjOjj'QQs 
A'iFji--OjOjj'q;o^ a. ' 


*) Jiir den anderen Ast àer Hyperbel ist zn setzon [ — GH], 


118 


IL JCugel, Zyhnder, Elegel. 

Die Punkte ij, heiBen die Breunpunkte iind die 
Streoken TFj^ iind Ti^J^dieLeitstrahlen des Kegelsohnittes.^ 

Fiir jeden Piinkt einer Pur jeden Pnnkt oiner 
Ellipse ist die Siimrae der Hyperbel ist die Diffe- 
Leitstralileu gleiob der renz der Leitstrahlen 
grofien Aohse, gleioh der roellen Aohse. 

Eine beliebige dem Kegel eingeschriebene Kugel mit dem 
Mittelpuokto O ist mit den beiden die Ebene berilhrenden 
Kugeln perspektiv ahnlicb, wobei die Spitze 8 das Ahnlioh- 
keitszeutrum ist. Ziebt mau iu dieser Kugel den Durchmesser 
FjFjj, welçher zur Ebene e normal ist, so istOA^ gleiolisinnig 
parallel zu OjFj- und OFjj gleiohsinnig parallel zii OjjFjj' 
daberliegen diePiinkte^jj^iindebenso auf Strahlen 
ans S. Slaii kann also die Breunpunkte und Fjj auoh aus 
einer boliebigen eingesohriebeuen Kugel erhalteu, in dem man 
die Endpunkte Ejj- des zur Ebene norraalen Kugelduroh- 
messers aus 8 aut die Ebene projiziert. 

3. Die Tangente i der Sohnittliuie ist die Sohnitt- 
gerade derTangentialebene t des Kegels laugs der Erzeugen- 
den 8R mit der Ebene s. Die Spur der Tangentîalebene 
trifft die Spure^^ der Ebene e in einem Pnnkte, der mit iP ver- 
bunden die Tangente t liefert. Naoh einem fr liber (§ 12, 3) er- 
wlibiiteu Satze ist , 

^TFjt=-^TJt und ^TF^^t^^TKt. 

Nun ist aber ^TJt = ^TKt, 

und zwar im ersten Ealle aïs Sobeitelwiukel und im dritten 
Falle als derselbe Winkel. 

Es ist also auoh , ^ 

Die Tangente der .Die Tangente der Hy- 
Ellipse halbiert den perbel balbiert don Win- 
Nebeirwinkel der Leit- kel der Leitstrahlen des 
strahlen dosBerübrungs- Bérührungspunktes. 
punktes*). 

*) Nach dieserEigensohaffc werdeoLicht- und Warraestrahlen, welche 
von Fj ausgehen, durch Spiegelung an der Ellipse in Fjj wieder ver- 
einigt, wodurch an dieser Sfcelle die Entziindung eines Brennstoiïes 
herbeigeführt werden kann. Diea rechtfertigt bei der Ellipse und 
auch bei der Parabel den Ausdruok „Brennpunkfc“. Bei der Hyperbel 
würde nur für konvergente Strahlen etwas ÀhnlicJiBS eintreten. 
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Füv die Parabel ist zii beachten, claB der zweite Leit- 
s trahi immer zur A ch se parai lel ist. 

Dreht man deo Piiükt Aj auf die andero ÜmriBerzougende 
nach Aj, so liegeu die Pimkte Aj und Ajj bei der fîllipse von 
(? und Hum und AjjFjj uach einwarts, bei der Hyper bel 
nach auswâi'ts. Die Streoke AjAjj ist also der doppelten 
ExzentrizitS-t 2c des Kegelschnittes gleich. Zwisobeu 
den BerUhrungskreisen liegt auf jeder Brzeugenden die Strecko 
2 fl, zwisobeu den Scheitelparallelkreisen die Strecke 2 c. 

é. Die Ebene e wird von den Ebenen der beiden Be- 
rührungskreise in Goraden dj und gesohnitten, weloho im 
Aufriss'e als Punkte Fj und Djj erscheinen, Diese Geradon 
heifien die Leitgeraden (Direktrix), Der Abstand eines 
Punktes T des Hogelsohnittes von der eineu Geraden dj er- 
soheint aïs T''Fj in wahrer Grofie. 

Nunist TFj^TJ = NQ 

und Tâj=T"Dj. 

Ans der Eigiir folgt un ter Aiiwendung des Sinussatzes auf 
das Dreiook Dj^OA^^ 

TFj_ N a Ajj& sinFj 

Tdj r'Fj ^ AjjFj ~ sm g' 

TFj^ cos a ^ FjFjj c 

F dj cos jô AjAj-j- fl 


Fur 


a = /5 ist 


oos a < 
cos/5 > 


Für jeden Punkt T eines Kegelschnittes ist das 
Yerhkltuis dos Abstandes von einem Brennpunkte 
zum Abstande von der zugeborigçn Leitgeraden 
ko as tant, und zwar bei der Ellipse kleiner als 1, 
bei der Parabel gleich 1 und bei der Hyperbol 
groBer als 1, Die Ümkehrung folgt ans § 21. 

5. Der Kegelschnitt und der Basiskreis 'oder überhaupt 
die Ebene e und die Basisebene stehen in folgonder Beziehung: 

ï. Entspreoheude Punkte (T, U) liegeu auf Geraden, welohe 
duroh den Punkt S gehen, 

2. Entspreoheude Gerade (^, ty) sohneiden sioh inPunkten, 
^ welche auf der Geraden e, hegon. 

3. Bei Inzidenz von T und t sind au ch E und inzident. 



120 


II. Kugel, Zylmdar, Jiegel. 

Diese Vorwandtsohaffc ist aine Yerallgerneinerung der per- 
spektiven Affliiitat und lieiBt perspektive Kollineation, 
Der Kegelschiiitt ist mit clem Basiskreise perspektiv kolii- 
near. Ber Punkt jS* hoiût das KolliQeationszeDtriiin imd 
die Gerade die XollineatioQsaohse. Aus der Verwaudt- 
sohaft ist Z U ers eh en, daB eine Gerade g mit dem Kegel- 
sohnitte ebenso wie beim Kreise zwei Sohnittpunkte ergibt 
und daB mau ans eiiiem Pimkte P zwei Tangeuten an deii 
Kegelsohnitt ziehen kann, 

Der Kegelsohnitt ist eine Linie 2. Orduung und 
eine Kurre 2. Klasse. 

Die Polaritüt des Kreises wird diiroh die Kollineâtion in 
die Polaritfit des Kegelsohnittes übergeführt, 

Es ist no ch hervorzuheben, daB sioh bei der Kollineâtion 
die nneigentliohen Geraden der Ebeneu nioht mehr ent- 
spreohen. Der uueigentlioheu Geraden der Ebene e entspriobt 
die Spur der durob 8 parallel zu e gebenden Ebene (p\ der 
nneigentliohen Geraden der Basîsebene entspriobt die Sobnitt- 
gerade v der durob 8 parallel zur Basisebene gebenden Ebene 
mit e. Man nennt die Eluobtgerade und v die Ver- 
sohwiudungsgerade. 

Im ersten Fallo sohneidet den Basiskreis in zwei îma- 
ginSren Punkten; daber bat die Ellipse zwei iraaginâre 
iineigentliche Punk te (sie verlauft ganz im Endliohen). 
Im zweiten Ealle ist eine Tangente des Basiskreises, bat 
also bei Q zwei yereinigte Sohnittpunkte; daber bat die, 
Parabel zwei vereinigte uneigentliche Punkte als 
zweiten Soheitel und die uneigeutliobe Gerade 
sel b St als zugehôrige Tangente. Der uneigeutliobe 
Scheitel ist als Pol der uneigentliohen Geraden aucb als Mittel- 
punkt der Parabel zu betraobten. Der Kreis '[0, a] Itir die 
Ellipse geht hier in die Sobeiteltangente über, woraus sioh 
wieder eine Konatruktion derTaugenten aus èinem Punkte an 
die Parabel (§ 13, 8) ergibt. Im driiten Ealle sohneidet ^ deii 
Kreis in zwei reellen Punkten Qj, QjX) welohe zwei reelle 
uneigentliche Punkte üj, der Hyperbel liefern, 
da die Erzeiigenden 8Qj; und 8Q; ni <, m, .H,'’ sii!,]. D'î- /ii 
/S'Qf gehcirigeTangentialebene n* .m ■■ Spi i h- ' ".•biiiii- 
gerade dieser Taugentialebeue .n ■ , v l-i -hiiv ■ ...-n S-’biii ■- 
pànkt Yon mit e, parallel zu /b si'i l î*! di- /ml* ■* t ■ l 
geborige Tangente der Hyperbel. .Id i.'.h li.d» Tîi' j-..- 
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eines uneigeutlichen Punktes eiuer Linie lieiBt Asymptote", 
Der Sohnittpunkt der beideü Asymptoten Ujj- ist als Poi 
der iineigentliohen Geraden der Mittelpunkt der jSyporbel. 

6, D er GrundriB des Kegelschnittes steht mit d em 
Basiskreise iü derselben Verwandtschaft. Daboi ist S’ 
das KolliDeatiouszentrum uiid v' die Versobwindungsgerade. 

Jeder Puukt î’' bat vora Piinkt 5^' oiiien Abstand^'T' 
= MN uud vou der Goradeu v' eiuen Abstaud T'L'= T”L", 
Bezeiclinet maii die Streoke SM^V^L” mit h, so foigt aus 
dem reolUwiakligen Breiecke S" MN 

MN = ■ tg /? 

uud aus dem rechtwînkligen Dreiecke Y^L''T'' 
T"L"^h-tga. ’ 

Es ist also 

T'8' tg/5 . 

T'v' tga ■ 

Eür ist -^^#1. 

< ' tg « > 


Der NormalriB des Kegelschnittes anf der Bbeno 
des Basiskreises ist ein gleiohartiger Kegelsohuitt, 
welcber deu NormalriB S' der Spitze als Brennpuukt 
uud deu NormalriB î;' der Versobwindungsgeradeu ü 
als Leitgerade besitzt, 

Die Horizontale S” ist der vierte harmonische Stralil' 
zur Kegelacbse in beziig auf die beideu UmriBerzeugenden; 
daher ist v die Polare des Sohnittpunktes der Kegelacbse 
mit 6 iind v' ist die Polare you 8'. 

J, Die Leitgerade ist die Polare des Brenupunktes in bezug 
auf deu Kegelsohuitt," ' 

Die durch 8 gebende Horizontale dur BerÜbningsobene 
Ikügs der Kegelerzeugenden 8 R gebt durob deu Sohnittpunkt 
vou t und a; ira Grundrisse ersobeint sie normal zu 8' R'. 

„Die Strecke der Tangente eines Kegelschnittes vom 
Berühruugspunkte bis zur Leitgeradeu ersobeint ans dem zu- 
gehdrigen Breunpunkte uuter einera Kecbtwinkel.'^ 

;;I,3t die Ebeue « uicht zur AufràBebene normal, 
"o '\'r i II au (I'i!«'’i ”1 'r';''iiii g . ' : ■■■ i- Projektionsebene 
od. 1 * ■.'Il eh !)• “h :i z . .il' I)' .■'i.'.., j'iil ,len besobriebenen 
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Fall zui’ückkomiïieü. Der AufriB des Kegelsohiiittes ist daim 
eiii gleiohartiger Kegelsohnitt, für weloheii die Au frisse der 
Aohseu konjugierte Durohniesser sind, Er berülirt den soheiu- 
baren UniriB doppelt, namiioh in deu Aufrisseo der Piinkte, 
welclie auf den Umvifierzeugenden liegen nnd bei welohea 
der Kegelsohnitt uiisiobtbar wird. 


§ 21. IJmkehriiiigsaufgabe ilber die ebeiien Sclinitte 
eines Drelikegelsj Zeichnen (1er Kegelsclmitte. 

1. DieUnikehrutigsaufgabe über die ebeneii Sohnitte 
eiues Brehkegels kann in zweifacher Weise gestellt und gelost 
werden : 

Ein Drehkegel [S, 0, /9] und ein Kegelsohnitt [AjAjj, 
sind gegebeii; man soll 

a) den Kegelsohnitt auf den gegebenen Drehkegel 
legeu, 

den Drehkegel duroh den gegebenen Kegel- 
schnitt legen,®® 

Die Aufgabo à) kann für die Ellipse und Hyper bel 
(Eig. 89 c) uaoh der SohluBbemerkung Yon § 20,3 gelost werden. 
Mao stellt ein Hilfsdreieok FQB lier, inclem man von P aus 
die doppelte Exzentrizitat 2 c auf der rJmriBerzeugonden des 
Kegels (Fig 89a, b) auftragt. DerEndpunkt Q ist derMittel- 
punkt eines Kreises mit der Haiiptaohse 2a als Eadius, woraus 
si oh der Eokpunkt E ergibt. Versohiebd man die Seite PQ 
auf der UmriBerzeugenden, bis der Punkt E auf die andere 
ümriBerzeugende kommt, so geht die Seite P Q in die Haupt- 
achse Aj-djjdes ebeneu Sohnittes über, weloher dem gegebenen 
Kegelsclmitte kongruent ist, Der zweite Sohnittpunkt E des 
Kreises führt zu einem symmetrisch liegeuden ebenfalls kon- 
gruenten Kegelsohnitt. Auf den gegebenen Kegel kann man 
jede beliebige Ellipse legen, aber nur solohe Hypërbeln, für 
welohe 2 a > 2 c oos ^ ist. 

Für die Parabel (Fig. 90b) stellt man ein Hilfsdreieok 
SPQ ber, indem man von 8 ans don lialbon Parameterp/g auf 
der Ürai’iBerzeugenden des Kegels (Fig. 90 a) auftragt. Im 
Endpuiikt P erriohtet mau eine Seiikrechte zu dieser Erzeu- 
geuden und in S eine Seiikrechte zu 0 , so ergibt sioh derEok- 
piinkt Q, Verschiebt man das Dreieck parallel ziir andern 
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UrariBerzeugeiuleo, bis Q aiif z (nach O) konimt, clann geht 
cler Eckpunkt jS'iii deu Scheitel A oities Parabelsobnittes über, 
welcher der gegebeiien Farabel kongruent ist. 

3’ür die Aiifgabe /3) sei zunKchst eiiie Ellipse auf der 
Grundebenb so angenommen, daû die groBe Aohse auf 

der Bildaohse liegt (Eig. 89o). Da die gioBe Aohse dioOrtho- 
gonalpvojektlon der Kegelaobse ist, so nniC die Aohse uud die 





Spitze desKegels auf der AufriBebeue liegeii, Es sei nun eine 
Kugel godaoht, welohe die Gmudeboue im Breniipunkie.JYj 
berUhrt. IhrMittelpuuktO^^ liegt aiif derNormaloii ziir Grund- 
ebene im Piiuktei^j, Ihr soheinbarer ümriB katin soforl ge- 
zeicbiiet -werden, Zieht man aus Aj- uud Aj^ dieTangenten an 
den TTinriBkreis, so schueiden sie si oh in einem Puukte S- 
Ihre Berührungspuiikte seien Gj und* Gjp Botraohtet man S 
als Spitze eines Berührnngskegeis der Kugel, so ist 'der Schnitb 
dieses Kegels mit der Grnndebene eine Ellipse, welohe AjAjj 
als groBe Aohse uud Fjj'a\§ Brennpunkt bat. Diese Sohnitt- 
liuie mu B mit der gegebenen Ellipse ideiUisoh sein, weil duroh 
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die grofie Achse und eineu Brennpunkt die JBllipso eiiideutig 
bestiinnit ist. Es îst aiso ein Drebkegel gefunden, welcher 
durclj die gegebene Ellipse geht. 

Nuq gibt esoo‘ KugeJu, welche die Gnindebene im Punkto 
berühren, und jede solche Kugel gibt einen neuen*I)rehkegel, 
welcher durch die Ellipse geht. Die Spitzeu dieser Kegel bildeii 
eine Linie, fÜr welclie man leicht eine charakteristisohe Eigen- 
scbaft angeben 'kann. 

Es ist 

S G J ={<9 Qjj , GjAj — Aj F JJ , Gjj Ajj = Ajj Fjj 

und SAj = SGj\±Q'iAj, 

SAjj—SGjjA- 

üiso SAj — 8 Ajj^=GjAj~t GjjAjj^^’ AjFjj — 

Oder 8Aj~SAjj^-FjFjj. 

„Die Spitzeu der oo* Drebkegel, welche duroh eiue 
Ellipse gehen, bilden eine Hyperbel, welche auf der duroh 
die Hauptachse geheoden, seukrechten Ebene liegt, die Scheitel 
der Ellipse als Breiinpunkte und die Brennpuukte der Ellipse 
als Sohoitol bat. Die Achseu der Drebkegel sind die 
Taugenten der Hyperbel, iusbesoudere sind die Aohsen der 
beiden Drehzylinder die Asymptoteu der Hyperbel.“ 

Pür diese Kegel ninimt derWinkel ^ aile Werfce von 0 bis 
71/5 an. lu eiue gegebene Ellipse paBt also jeder beliebige 
Drebkegel. 

Sojlen umgekehrt durch die gefnndeue flyperbel Dreh- 
kegel gelegt werdeii, so denkt mau sioh eine Kugel, welche die 
Aufrifiebene im Punkt Aj berübrt. Zieht raa'n aus Aj und Fjj 
die Taugenten an den UmriBkreis dieser Kugel, go ist ihr 
Sohuittpunkt T die Spitze eines solohen Kegels. Pür den 
Punkt T ist daon TFj-^ TFjj^AjAjj und als Linie der 
lâpitzen ergibt sich die ursprünglicbe Ellipse. Die Bezieliung 
der beiden Linien (Eokalkegelschnitte) ist also eine' wecbsel-' 
seitige und der obige Satz. bleibt auoh richtig, wepn mau 
„iïyperbel“ und „Bllipso“ vortauscht, Hier nimmt aber der 
Winkel ^ ftir diese Kegel nicht allr TT-tP' b*s r'. n-, «riiid-'.’ii 
der kleinste Winkel ist jener, weioiie*; .1 ■\'-y:[i!‘i ! 1 mm m-- 

reellen Achse bildqn, bei welche n ah'" g iv 1 * 

eine gegebene Hyperbel pàssen b* 1. Dscliki'g 1. 

ftir welche der Wiufcel '§ zwischen u n ( 1 • uv . i * m:î î .1 
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üoter den oo*- Kegeln sind noch jeiie auf^usuchen^ welche 
an der Spitze den gegebenen WinJkel 2/? besitzeu, Zii diesein 
Zweoke zeichnet man bei der Ellipse don Kreis, welcher 
die Hanptaohse als Sehne iind den Winkel 2^ als ziigehdrigeu 
Peripheriewinkel besitzt. Zwei von den Schnittpiinkteu des 
Kreises mit der Pokalhyperbel sind Spitzen von mdgliohen 
Kegoln. Diese Punkte sind auch die Berührungspunkte der 
Tangenten ans dem Sehnittpunkte desKreises mit der Neben-' 
aohse der Ellipse, so daB sie mit Lineal uud Zirkel gefunden 
werden kôunen, obne die Hyperbel zu zeiohueu, Piir die 
Hyperbel ist der Vorgang analog. 

Nimmt man nun auf der G-rundebeno eino Parabel 
[Â, an (Pig. 90 b), legt eineKngel, welche in F die Gruud- 
ebene bertihrt, und ziebt ans A uud ^loo die Tangenten an ihren 
CTmriBkreis, so ist wieder S die Spitze uqd /ÿO dioAchse eines 
Drehkegels, der durcli die gegebene Parabel geht, Macht man 
GjiF^GjA=AFüü{\ zielit diirch F eiue Parallèles zurLeit- 
geraden d, so’ ist SGj=^i3Gjj und SA^Se, Die Punkte JS 
bildeu aise eioe Parabel, welobe A als Brennpnnkt uud e als 
Leitgerade besitzt. 

„Die, Spitzen der ooi Drehkegel, welche duroli eine 
Parabel gehen, bilden eine gleîche Parabel, welche auf 
der duToh die Aohse geheuden, senkreohteo Ebeue liegt, den 
Scheitel der gegebenen Parabel als Brennpunkt und den Brenn- 
punkt als Scheitel hat. Die Aohsen der Drehkegel sind die 
Tangenten dîeser Parabel," 

Die Beziehung der beiden Parabeln ist eino wecliselseitigo. 
Der Winkel ^ nimmt dabei aile Werte von 0 bis nj^ an. In 
eine gegebene Parabel paBt also jeder beliebige Drehkegel, 
Es' ist der Strahl AO unter'dem Winkel /î) zu ziebon, 
ura die Aohse uud Spitze dos passenden Kegels zu finden, 

2, a) Es soi wieder eine Parabel wie vorhin auf 

der Grundëbene gewablt (Pig. 91) und duroh diese Parabel 
jener Drehkegel gelegt, für welchen ^ — ist. Die iu P^die 
Grundebene beiühreude Jlugel hat dann einen Radius, welcher 
dem halben Parametei’À-Fgleîoli ist. Eio beliebiger PunktO 
d. *' D:. lî, < h'i i« I Mi 'l'.ki ii. ’i K'i.'--'. '.ii.'.*!.'. de,ii 
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IL Kugel, Zylinder, Kogel. 

mit der Bildachse liegt, uücI welohe der Sohuittparabel an- 
geboron. Die Grundspuren der Tangeiitialebeneu der Kiigel 
uiid desKegels fur diesePuiikte siud: tjXO' uiul tjj.LO' 

Sie sind die Tangenten der Parabel fur die Piinkte 
Tjund Tjrji der Kreis [0\0'Q] ist also ein doppelt be- 
rubrender Kreis der Parabel. DîiO' N"—2i und Winkel 
O' N” T"~7ij^ ist, so ist auob O' T” =2), 

„Die Subuormale der Parabel ist konstaut, dem Para- 
meter gleioh.“ 

Der Pol R der Geraden Tj Tn liegt aiif der Aobse so, daÛ 
RA^A T” ist, weil J?, T" mit den beiden Scheiteln, vou weioben 
der eine uneigentlioh ist, vier harmouisobe Punkte bilden. 



„Die Subtangeute der Parabel ist der doppelteu Abszisse 
gleicb.“ 

Bezeicbuet man AT” mit x und T” Tj mit so folgt aus 
dem reohtwiukligen Dreieoke O' BTj die Gleiohung der 

y'‘=2^x. 

Rüokt der Kugelmittelpunkt O iu den Sohnittpuukt K a 
der Dr eh aobse mit der Grundebene, so Tvird der Radius der 
Kiigel und des Sohnittkreisés gieiob j?. Die beiden Punkte 
rüoken naob A, so dafi der Sohnittkreis hier vier be- 
naclibarte Punkte mit der Parabel gemeiu bat; daher.ist er 
derKrümmungskreis für den Scheitel A, der Punkt Ka 
ist der zugebdrige Krümmungsmittelpuukt und der 

Kriimmungsradius. Aufier Punkten und Tangenten wi'rd dieser 
Kreis beim Zeiohnen der Parabel benützt. 


§ 21. ZoichneD der Kegelachnitte, 
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Bückt der PunktO weiter hinauf, so ergebeu sioli zunaobst 
Schiiittkreise, weloba în imagindven Pmikten berühi'en. Wircl 
derEaclius gleioh pj^, so erhalt nmu einen Nullkreis heiF uud 
dann iniaginâre Schnittkreise. 

/5) Ein Drebkegel, welcbor die Bildacbse al s Drebaobse be- 
sitzt, werde mit einer Bbeiie egeschnittei], welobe im Abstaude h 
ziir AufnBebeue parallol ist (Eig. 92). Die Spiir derEbene 
ist im Abstande h zur Aohse parallol. Der AufriB der Sclinitt- 
byperbel bat die Spitze S als Mitteipunkt iiiid die UmriB- 
erzeugeaden %, Ujj als Asymptoten, ferner Aj, Ajj als Sobeitel. 

Ein boliebiger Puukt O der Acbso ist wieder der Mittei- 
punkt einer Kiigel, welobe lângs eines Kreisos [il/, ilfiV] den 
Kegel berlibrt und die Ebeue e iu eiuem Kreise sobneidet, 
welcber den Eufipunkt JP ans O auf £ als Mitteipunkt und die 
balbe SebneP' Q' des ürarijikreises auf e, als Radius bat. Ber 
Auf ri fi des Scbnittkreises erscbeint in wabrer Grofie und bat 
F"— O als Mitteipunkt. Der Beiübrungskrois und der Sobnitt- 
kreis ergeben zwei Piinkte Tj, Tjj der Sobnittbyperbel. Ibr 
Grundrifi T' ist der Sobnittpunkt von MN mit ibre Auf- 
risse T^, sind die Scbuittpunkte von MN mit dem Auf- 
risso dos Scbnittkreises, Die Êrontaleu der Tangentialebenen 
der Kugol und des JKogels für die gefnndeuon Punkte sind 
t'^-LOT^ und ü’jJLOT^'j, Sie sind die Tangenten der 
Hyper bel für die Pujikte Pj' und 2jj; der Kreis [O, P' Q'] 
ist ein doppelt berübr e n der Kreis dor Hyperbel. 

Bezeiobnet mnn 8M mit x und MT^ mit so ist 
= TjTj = hj JU'IN’.x — h a, iind au s dem vecht- 
winkligeu Dreieoke il/2VP/ folgt uun die Gleicbung der 
Hyperbel, 

Ist ^ — 7i/^, so wird der Abstand & = a-uud man erbillt 
eino gleiobseitige Hyperbel. Ihre Asymptoten sind zu- 
einander normal und ihre Gleicbung heifit: 

a;®— = 

Rüokt der Puukt J\nn den Sobnittpunkt A der Asymptote Wj 
mit der Scbeiteltangenle, so komrat der PunktO in den Sobnitt- 
punkt Ka derNormaleu bei J" zur Asymptote Uj mit der Achse, 
Der Aufrifi des Scbnittkreises bat dann JKa als Mitteipunkt und 
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II. Kiig-el, Zylinder, Kegel. 

K/iAjj- al s Radius. Die Berülirungspunkte Tj mà Tj'j- yer- 
eiüigen sich daon bei Âjj-, daher ist dieser Kreis der Kriim- 
mungskreis für den Schoitel Arj. 

Für dasZeichneu der Hyper bel werden auBer Punktea 
und Tangeaten besonders die Krümmungskreise für die beiden 
Scbeitei beniltzt, Aiiderseits ist zu beachteo, daB die Hyperbel 
in ihrem weiteren Verlaiife nahezu geradliiiig wird und sich 
dabei den Asymptoteu uâhert. 

Der Mittelpunkt einerKiigeJ.welohe auch die scbueidende 
Ebeiie berübrt, Jiegt. auf der Halbieruiigsgeradeu des Winkels 
bei Aj. Dr ist jetzt au oh der AufriB F" eines Brennpunktes 
der Sohnitthyperbel. Weil nun bei-^’" ein Weohselwiukel zur 
WinkeMlfte auftritt, so eingleiohschenkliges‘Dreh 

eok und die Exzen trizitat e = SF”=SAj. Püræ = 0 er- 
halt man aus der Gleichung der Hyperbel Auf der 

zweiten A dise der Hyperbel liegen aiso zwei imaginhre Punkte 
im Abstande h • i. Man nennt deshalb die Strecke SB = b die 
halbe im aging,re Aohse der Hyperbel und es ist hier 

Man kaun auch Instrumente herstellen, welche das 
Zeichnen der Parabel oder Hyperbel ermoglioheu, So z, B. 
gibt es ein Instrument, y^elches die in Nr. 1 gozeigten Be- 
ziehungen verwirklicht und welches je nach der Einstellung 
eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel zu zeichnen gestattet*). 

Pbungaaaf gaben: 1, Im lonaren eines Drehkegels isl; ein 
Poolit F gegeben, Man soü ^egelsohnitte flnden, welche F als Brenn- 
pnnkt haben, Wo liegen die Brennpuokte aller Parabolachnitte? 

2 . Burch eitle Gerade aind Ebenen zu legen, welche einen ge- 
gebenen Drehkegel nach Parabeln scbneiden. 

3. Dnroh eine Gerade aind Ebeneu zu legen, welche einen ge- 

gebenen Drehkegel nach gleiohseitigen Hyperbeln (oder Hyperbeln mit 
gegebenem Asymptotenwinkel) schneiden, Waa umhtiUen die Parallel- 
ebenen 50 zu allen Ebenen, welche ploirl-=->‘“j\r R - ■’ , i|’ '. Uefern? 

4. Auf einer zur ( Iki*; i i K^egel- 

schnitt (Ellipse, Parabel, Üyperbel.. -i Ibi |,ih ‘h<.-‘ /,■ A niûebene 
parallel iafc, Man soll durch ihn '■ 1 I)-, .-yr. :< . Achse 

zur Grundebene aenkreoht ist. 

6 , Durch einen .f ■di*'* nTi-d^b " I •’ V' 

ist ein Drehkegel mit g ir 1 ■ n mi W ■ <. | (, ,, |,»j, >11 

(ohne den zugehorigen l--.: a'k, ,« ‘i- -h 'i «.'Îm’ /. /( irli ■< 


*) Katalog mathem.i' r i» . \\ . |) -k 

München 1893, S. 299, 
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§ 22. Beleuolituûg der Kugel, 

6. Von einep Hyperbel siod die Asymptoten and ein Pimkt gegeben. 

7. Von einem Kegelschnitte sind drei Punkte and zwei Tangenten 
gegebén. 

8. Von emem Kegelschnitte sind drei Punkte und ein Brennpnnkt 
gegeben [4 Losungen; 3 miissen Hyperbeln sein, die 4, kann eme Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel sein]. 

9. Ein Kegelschnitt, dessen Eorm dorch das Verhalfcnia Q\a ge- 
geben ist, aoll durch zwei Punkte T' geben und einen Brenn- 
punkt S' besitzen. 


'§ 22. Belexiclitung (1er Kugel. 

1 , Die Grenze zwischeu dem beleuohteten und un- 
beleuohtetoD Telle einer Flache heiüt Lichtgreuze. Pür 
Parallelboleuchtung ist die Lichtgreuze die B erührungs- 
linie des von Liobtstrahlen gebildeten Berührungs- 
zylinders. 

Elue Kugel sei durch den MittelpuuktO und deu Radius r 
gegeben; ferner sei ï der Liohtstrahl, welcher durch den Mittel- 
punkt geht (Eig. 93). 

Die 'Lichtgreuze der Kugel für Par’allerboleuch- 
tuug ist der GroBkreis, dessen Eb en e zur Ri ch tu n g 
der Liohtstvahlen normal ist, Diese Bbene ist die Polar- 
ebene des uueigeutlichen Puuktes der Lichtstrahlen ; 

Legt man durch den Lichtstrahl l die zur Grundobene 
normale Ebene, so ist sie eîne Symmetrieebene für die hier in 
Betracht kommenden ramplichen Beziehungen und V eino 
Symmetrieaohse für die Abbildung im Gruüdrisse, Diese 
Symmetrieebene wablt man als neue Projektionsebene (§ 9,4), 
die man auf die Ebène dos UmriBkreises umlegt, Der neue 
ümriB der Kugel sfcimmt dabei mit dom UmriBkreise für deu 
GrundriB überein, iDer Lichtstrahl l ergibt durch oiueu zweitcu 
Punkt P (etwa den Sehnittpunkt von l mit der Grundebené) 
die llmleguug P^'O'P®, wobei die Streoke, um ,welohe dor 
Punkt P tiefer liegt als O, auf der Normalen in P' zu l' auf- 
ziitragen ist, um P'’ zu erhalten. Die Qerade bildet mit der 
Normaleu zu V deniEinfallswinkel der Lichtstrahlen gegen 
die Gruudebene. Die Liohtgrenze ersclieint in der neuen Pro- 
jektion als jener Durohmesser PjPJj des UmriBkreises, der zu 
norrnalist. Der Gruiidrifî der Lichtgrenzeist eine Ellipse, 
für welolie der zu V normale Durohmesser Aj A des UmriJi-' 
kreises die grofie Aohse ùud die Prpjektioh BjBj^ ^i^ii 

; Solimid, Darstellende Geometrie I. ' , 9 
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II. Kugel, Zyliuder, Kegel. 



§ 22. Belenchtung der Kugel. 
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die kleine Achse ist. Der Winkel ist déni Eiufalls- 

wiukel gleioh; es ist also 

a^r, J) — r ' Gos E^^f c=r'siu£j^. 

Von dor Lichtgrenze ist eiue Halfte sichtbar (in der J?igur 
ist es der Halbkreis AjBjAjj), die andere HHlfte un sichtbar. 
Von der nnbeleuchteton Hâlfto der Kugei ist im G-run drisse 
nur ein Teil sichtbar. 

2. Der Sohlagsohatten der Kugei auf die Grand' 
ebeue ist die Sobnittlinie der Grundebeue mit dem normaleu 
Kreiszylinder, weloher die Kugei langs dor Lichtgrenze berührt, 
also eine Ellipse (§ 12,4). Die Grundspur Oj^ = P' des Licht- 
strahles l, der die Achse des Zylinders ist, ist der Mittelpunkt 
der Ellipse und V ist die Kichtung der groBeu Achse. Seuk- 
reobt dazu ist O^A^ =r die halbe kleine Achse. Ziebt inan in 
BJ die Tangente an den Ümriükreis, so entsteht ein recht- 
wiukliges Dreieck, dessen Hypoténuse die halbe groBe Achse 
der Schnittellipse angibt, wahreud die eiueKathete derExzeu- 
trizitat Cj gleicb ist. Es ist dann O^B^ gleich zu maohen. 
Nun ist also 

^ Ci = f'tg£i. 


CO s e, 


Yergleioht man dieWerte von a, b, c mit jenen von a^, b^, c^, 
80 sieht man, dafî abc 

— — cos e. 






Der GnindriB der Lichtgrenze einer Kugei und der 
Schlags chatte n der Kugei auf die Grundebene sind ahnlioho 
Ellipsen, Die Brennpunkte der Sohlagsohattenellipse ergeben 
gich auch als Sohlagsohatten der Endpunkte des zur Gruud- 
ebene normaleu Durchmessers der Kugei (§ 12, .t). Der Schlag- 
schatten auf der Grundebene ist bei der in der Eigurgemaohteu 
Annahme zum Telle von der Kugei selbst verdeokt, 

3. Der Li oh ts trahi 1, welcher dur oh den Mittelpunkt der 
Kugei geht, schneidet die Kugei in zwei Punkten ÆTund Q-, 
in welohen er zu dem zugehÔrigenElliohonelemonte der Kugei 
normal ist (der Einfallswinkel e = 0), In dem Punkte B 
herrsoht daher die’ grëBte Helligkeit auf der belouchteteu 
Seite; im Punkte Q ist die hellste Stelle auf der unbeleuchteten 
Seite der Kugei, Die Grundrisse H' und O' dieser hellsten 

9 ’*' 
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II. Euge), Zyiinder, Ecgel, 

Piinkto der Kugel ergeben siob ans den Umlegungeu 
und Ans dem, was im § 18,8 gezeigt wurde, folgt: 

Die Griindrisse der hallsten Pnnkte einer Kugel 
sind die Antibrennpuiikte der Ellipse, welche deu 
Grundriû der Licbtgrouze der Kugel bildet. 

4, Von den hellsten Punkten H und G ans nimmt die 
Helligkeit gegeu die Licbtgrenzo bin ab. Wablt man auf dem 
DmriBkreise der neuen Projektion einon Punkt ziebt den 
Liohtstrabl, welcher in J eiufallt nnd die Elaob en normale 
(den Badins) lür den Punkt J der Kugel, so ersoheint der 
Einfallswinkel s in wabrer GrdBe als Winkel der Ri ch tu n g 1° 
mit O'J^f sowohl bei als auoh bei O'. Drebt siob der 
GroBkreis der Symmetrieebone nm den Liobtstrabl l, so be- 
sobreibt der Punkt/ einen Kreis i, dessen Ebene zn l normal 
ist nnd dessen Pnnkte denselbeii Einlalls winkel e ergeben. In 
alleu Punkten, disses Kreises i berr^oht daber dieselbe 
Helligkeit /j. = î' • oose (§ 8,6). „EiDe Linie einer EJache, in 
deren Punkten dieselbe Helligkeit herrscht) beiBtlsophote.**^* 
Die Isophoten der Kugel sind Kreise, deren 
Ebenen znr Ri ch tu n g der Licbts trahi en normal sind. 

Die Isophote i ersoheint in der neuen Projektion als 
jeue Sohne des Umriôkreises, welobe dnroh /o normal zu.P 
geht Ihr Sobnittpnnkt mit l'^ ist die Projektion d,es 
Hitteipuuktes der Isophote, Die zn dieser Isophote gehorige 
Helligkeit ist proportioniert der Strecke cos e. 

Von der Liohtgrenze bis zum hellsten Pnnkte werclen auf der 
belenchteten Seite der Kugel 10 und nuf der nnbeleuohteten 
Seite 6 Helligkeitatnfen hergestellt, . Ura die Isophoten zn 
erhalten, welohe diese Helligkeitszoueu ,begroQzeii, teilt man 
die Strecke O' H® in iO une) die Strecke O' G ^ in 5 gleiohe 
Telle. Die Sebnen des Ümrilikreises, welohe duroh diese Toil- 
punkte normal zn 2° gehen, sind die neuen Projektion en der 
verlangten Isophoten. 

Der GrundriB der Isophote ^ ist eine Ellipse, 
für welche sich sofort der Mitteipunkt il/ sowie der End- 
pnnkt J' der kleineu Aobse dnroh Pâllen von Normalen ans 
und /û zu V ergibt; die halbe grolie Achse Ü/'Z' 

Der Sobnittpnnkt der Sehna mit V ist die noue Projektion 
der zwei Puukte B, ^ der Isoobntr; > fl -«1 4! Pm-T. 

ireise liegen, bei weiohen aiso I -■ rb ■ ■ i, .-.î-.s. 

Erriobtet man ,in diesem ScL iii'niL" di, . n* 
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§ 32. BelcuchtuDg der Kugel. 


Selioe des UîuriBkreises, so erhalt raao deii GriindriB JR', S' 
jeiier zwei Fuukte, Dio Ellipse i' iniiB den ümriUkrois iu 
dieseu beideu Punkteu JR', S' beriihren. Die Projektion der 
Tangente des Kreises i für eiiien solchen Punkt fallt nHinlich 
iu die Tangente des UmriÛkreises, da diese zugleioh die Spur 
der projizierendeu Tangontialebcne des Puuktes ist. Dio 
Tangentialebenen für SJ imd (? babon Spuren h„,hi und 
wâhrend die Ebene der Lichtgrenze die Spuren besitzt. 

Die Sebuen JR' S' ergebcn siob aucb, indem raan den Streifon 
zwiscben A^und in 10, jeiien zwiscben n, und^^ iu 6 gleicbe 
Telle teilt. 


6. Weil die Isophotenkreiso auf parallelen Eboneu liegen, 
so müssen die Grundiisse d er Isopboten ahnlicbe 
E 1 1 i P s e n sein. 

Jene Piinkte X der Isopbotenkreise, welcbo als ScbeiteUf' 
der groBen Achsen dieser Ellipsen eracbeinen, liegou auf dem 
GroBkreise, der durcb und S goht. Die Sobeitel K' 

bilden claber eino Ellipse, wolobe O'A/j uod O'iî' als 
Halbaobsen bat. Dieso Ellipse ist orthogonal perspektiv affin 
mit den Ereisen [O', ?•] und [O, c]. Die lotztero' Affinitkt bat 

die Oharakteristik ô = « Wegen der Âbn- 

lichkeit der Ellipse i' mit der Projektion der Lichtgrenze ist 
also der Schnittpunkt F der Streoke JS' K' mit dem Kreise 
[O'y c] der Brennpunkt von i'. 

Die Brennpunkte der Grundrisse .der Isopboteu 
der Kugel liegen auf dem Kreise [O', c]. , 

Gobt man von M' ans, so schneidet dio Normale iu M' 
zu V den Kreis [O', c] in F und die Glerade O' .F schneidet 
den ümriBkreis in K EKlIt man von E die Normale zil JS' F, 
so erhalt man den Scheitel JK'. Man kanu also die Ellipsen 
aucb obne die Uinlegung finden. (Auob die Krüminungs- 
mittelpunkte für die Sobeitel der, groBeu Achsen liegen anf 
einer Ellipse mit den Achsen r • sin e, un'd r - sin «J.) Ans der' 
(ümlegung ist zu sehen, daB der bôohste Punkt der Kugel, in 
welohem die Tangenti: ’.-i. •• 1 *..i. ezu auf der 

Isophote 8 liegt, Die ll"li i:-:-*! d-.i (n ist desÜalb 

hier A « r • 0,8. 

6. Eür diplÿonstruktiou im Auf risse legtman die Ebene, 
welche duroh l normal zur AuMBebene gelit. MitHilfe dieser 
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IL Kugel, Zylinder, Kegel. 

Symmetrieebene ist clacii das Aiialoge auszuführen wie im 
Gril U drisse. Zun^chst erhalt maii die groBe A oh se für den 
AiifriB derLichtgrenze; namlioh CjCjj- ist normal zu l". Man 
kaiin aber au ch den GrundriC benützen. Der Au fri B A" des 
Punktes A liegt in dem Ordner zu A' auf dem horizontaleu 
Diirchmesser des UmriBkroises, da dieser der Auf ri 6 des 
andereu UmriÛkreises ist. Jetzt kennt man von der Ellipse 
die groBe Aohse iind eînen Punkt, woraus man mit Hilfe der 
AffinitÜt (oder der kiiiematischen Entstehung der Ellipse) die 
halbe kleine Aohse O" D" finden kann, Man kann aber au ch 
den AufriB H" des hellsten^^Punktes als Sohuittpuukt des 
Orduers von H' mit l" finden. Übertragtman die Strecke O" B." 
auf GjCfj-f so erhalt man die Brennpnnkte des Aufrisses der 
Licbtgrouze. Danu kdnnen die Aufrisse der Isophoten in der 
früher angegebenen'Weise ohne Umlegiing gefuuden werden, 

In der Zeichnung werden die Helligkoitstufon her-, 
gestellt, indem man zuerst das ganze Kiigelbild mit der dem 
hellsten Telle entsprechenden Tuschlage fiberzieht, l^ach dem 
Trocknen wird das Kugelbild mit AussohluB dor hellsten 
Zone uochmals angelegt, daim mit AussohluB der beiden 
hellsten Zonen ein drittes Mal usw. Da aber bei wiedorholtem 
Anlegen die Dunkelheit nicht der Zabi der Tusohlagen pro- 
portiouiert zunimmt, so muB naoh etwa dreimaligem Anlegen 
schon etwas Tnsch zugesetzt werden, um wieder ein en merk- 
liohen Unterschied zu erzielen, Zulotzt ist nooh das ganze 
Kugelbild mit einer sohwaohen Lage der dem Matoriale ent- 
spreobendon Earbe zu übefziehon, 

tibuUgaaufgabe: Es ist der llittelpunkt einer Kugel mut der 
Srandrifi einer Isopliote gegeben. Man soit den Uniriû der Kugel finden. 

Auf dasselbe kommt die Aufgabe hinnua; Vom Punkte O der kleinen 
Achse Biner Ellipse aind die Normalen auf die Ellipse zu fallen. 

7, Pür Diagonalbelenobtung (Eig. 94) ergibt sich die 
ÜmleguugZ® des Li ch ts trahi es auE clieEbeno des horizoïUalen 
ümriBkreîses oh no Benützung des Anfrisses, indem man den 
Pnnkt P als Eckpunkt des Wùrfels mit der Kan te r aunîmmfc, 
Man ziehtim EndpunkteQ' des horizontaleu Halbmossers 0‘ Q' 
don Ordner uncl maohtP' Q’ = P'po. Der GrundriB der Lioht- 
grenze nnd derSchlagsphattûn auf eineGrundehenc kdnnen hier 
aber aiich leicht ohne diese ITmlegiing koustriiiert werden. Pür 
Diagonalbeleuchtung ist nâmlich (§ 8,i): ^ ^ 

sin£,=/f, cosei==l/I^ tg£^==:/ï. 



§ 22. Beleucshtong âer Kugel. 
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Daher ist (§ 13,1 pud 2): 

, J = r/i = 4-l/3, . =ry1, 

«^ = ,•1/3, = ^ Ci = rl/2. 

Die besonderen “Werte vod a^ und h 

Die halbe groBe Acbse der Sohlagsohatten- 
ellipso ist die Hôhe eioes gleiohseitigen Dreieekes rait der 
Seite 2r ; daher ergibt sich derScheitôl^i als Schoittpunkt von 
mit dem Kreisbogen, 
dessen Mittelpnnkt 
und dessen Radius 2rist, 

Die halbe kleine 
Aohse h der Pro- 
jektioD der Licht- 
gronze ist ein Drittel 
jener Hôhe; daher er- 
gibt sich der Soheitel 
JB' y indem inan mit dem 
Mittelpunkte und 

dem Radiusr den Kreis- 
bogen O' iTzeiohuet und 
T mit A J verbindet*}. 

Die Isophoten sind 
dann wie ini allgemeinen 
J’alle zu konstruiereu, 

Im Aufrisse ergibt 
sich hier ailes kongruent 
dem Grundrisse, aber 

um Til^ gedreht, , rr r ‘ 

8. Zentralbeleuohtung der Kugel. * „ i . r 

Gehen die Liohtstrahlen, von einein eigentlichon Punkte ^ 
aus, so ist die Lichtgrenze der Kugel der Berühruugskreia 

desvonLiobtstiahleugebildeteuBeruhrungskegels.DieserKreis 

liegt auf der Polarebeue des Punktes L in bezug aux die Ivugel. 

*) Der Soheitel B' ist, der Hoheosohnittpunkt des gleichseifcigen 
Dreieckee mit der Seite Der Punkfc T ist eioe Umlegu^ag dea 

Punktes T' der Ellipse, der auf dem Ordner des Punktes O neg®* 
Auoh die Krümmungshalbmesser für die Soheitel der beiden Elhpsen 
haben einfache Werte; 



Fig. O'I 


— 3 '» 
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IL Kagol, Zylinder, Kegel. 

Man legt wiecler cl en Lichfcs trahi l, weloher dur ch den 
Mittelpiuikt O cler Kugel geht, une! duroh ihn die Ebene, 
welche zur Grnuclebene normal ist (Fig. 95). Dièse Symmetrie- 
ebene ’ivircl als neue Projektionsebeno aiif die Ebene des 
TJmrifikreises umgelegt, Die neueProjektion cler Liohtgrenze 
ist die BerÜhrungsehne wolcbe auf der 'Polaren des 

Punktes D*’ in bezug auf den UmriUkreis liegt. Davaus er- 
geben sich die Achsen für den Gr.nndriB der Liohtgrenze, 
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piinkte des Kegelsolmittes. Der Solilagscliatteu von S îst 
ein Pnnkt mulIv'iS'^ die zugehdrigo Tangente des Kegelsolmittes, 
worans xlieser gezeiclinet werden kann, W eim L ' inuerhalb des 
UmriBkreises liegt, so sind die Punkte R' imd .iS" imaginar. 
Man kann danu den Scliatten des Punk tes A benützon. 

Zur ÜbuDg: Es ist ein Pankt i so zu walilen, daB der Schlag- 
schatten der Jïlugol fur die Grundebene eiue Ellipse, fiir die AufnBebene 
eine Parabol und für die Kreuzriflebene sine Hyperbol wird. 


§ 23. Parallelbeleuchtniig (1er Zy lin der und Kegel. 

1. Zylinder und 

Kegel werden von 

einer Tangenfcialebene 
in allen Punkten einer 
Erzeugenden berührt. 

I)ie Plâchennormaleii 
für dieso Puukte sind 
also zueinander pavallel 
uod die Kinfallswinkel 
derLiohtstrahlen gleich 
groB. In alleu Piink- 
ten einer Erzeugenden 
lieiTscbc dahor die 

gleich e Helligkeit, 

Die Isopboteu 
"der Zylinder und 
Kegel sind Er- 
■zeugende, 

Eût , einen Dreh- 
zylinder , mit verti- 
kaler Aohse und dom 
Eadius r sei z. B. Dia> 
gonalbeleudhtung ans- 
zuführen. Die Liobt- 
greuze des Drehzÿlin- 
ders besteht au^ den Bi^- 
zeugenden, naoh welohen 
die zu den Li ch ts trahie n 
parallelea, Tangeutlal- 
ebenen tien «Zylinder Fig oo 
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berUhren. Sie gehen durch die Eudpunkte des zu V normalen 
Durcbmessers des Grundkreises (Fig. 96). 

Um die Isophoten zu konstruieren, denkt iiian sich die 
deu Zylinder laiigs des Grundkreises beriihrende Kugel [O, r]. 
Sind wiedor und G" die neuen Projoktioueu der hellsten 
Funkte dieser iCugel, so teilt inan O'R^ in 10 und O' in 
6 gleiohe Teile. Die duroh diese ïeilpuukte gehenden Nor- 
male n zu sind die Spureu der Isophotenebenen auf der 

ueuen Projektiousebene, namlich fiir die fîbene der Dicht- 
grenze^ und ftir die Perührungsebeueu in den hellsten 
Punkten, für die Ebene der Isopliote „vier“. Duroh die 
Sohnittpunkte dieser Spuren mit der ais Pildachso zu be- 
trachteiiden Geraden V gehen die Spuren auf der Ebene des 
Grundkreises senkrecht zu Z', namlich . , . 

Die Spuren, welohe einen formliohen MaBstab — den Be- 
leuchtungsmaBstab — bilden, schneiden den Grundkreis 
in den Punkten, welohe die betreffenden Helligkeitsgrade 
aufweisoii, z. B. die Spur ergibt die zwei Punkte 4, durch 
welche die Erzeugenden gehen, welche die Isophoto „vier“ 
des Zylinders bilden. Die 9. Spur sowie die Spureu und 
schneiden den Grnndkreîs nicbt mehr in reellon Punkten: es 
kommen also nicbt aile Helligkeitsgrade auf dem Zylinder Yor 
(auBer, wenn die Lichtstrahlen zur Zylinderaohse senkrecht 
waren). Die Schiiittpunkte von V mit dem Grundkreise liefern 
die rolativ h élis te Erzeugende für die beleuohtete, bezw. 
imbeleuchtete Seite des Zylinders. Die Breîte des MaBstabes 
für die beleuohtete Seite ist * 

sin 

, Pur Dîagonalbeleuchtnng wird 0^<7== ^ ■ |/^. Der 

a ’ 

Piinktt/ ergibt sich daher, indem man durch den Eokpunktl? 
des gleiohseitigeu Dreieckes O'QIè einen Ordner zieht. 

2. Es soi nnn aiif den Zylinder ein quadratiscb es Prisma 
aufgesetzt, wie es bei einem viereokigen Sohraubenkopf e 
derpallist, Dieses Prisma wirft dann einen Sohlagsohatten 
auf den Zylinder, Er ist begrenzt duroh den Sohlagsohatten 
der zwei Basiskanteu, von welchen die eine zur AufriBebene 
senkrecht, die andere dazu parallel ist. Der Sûhlagschatten der 
ersteren ist die Sohnittlinie des Zylinders mit der Diohtstrahlen- 



139 


§ 23. Parallelboleuchtnngj der Zylinder «nd Kegel. 

ebene, welche zur AufriBobene normal istiiud mit cler Zylinder^ 
aohse oinen Winkel a=^nj^ bildet. Die Scbnittellipse ist also 
eine gleicihseitige Ellipse*) (§ 12, i). Im Aufrisse orscheint 
sio als Streoke auf V. Der Sohlagschatten der zur Aufrifiebeue 
parallelen Kante ist die Schnittlinie des Zylioders mit eiuer 
Liohtstrablenebene, welobo auch mit der Zylinderaohso deu 
Wiukel 0 = 71/4 bildet, also wieder eine gleichseitige Ellipse, 
Da die Ebene zur Symmetrieebene des Zweibildersystemes 
parallel ist**), muB der AufriB der Ellipse ihrem Grundrisse 
symmotrisch kongruent sein. Der Gnindri B der Ellipse ist aber 
der Grundki’eis des Zylinders; os muB also auch der AufriB 
ein Kreis mit dem Radius r sein, Der Dichtstrabl des Eck- 
punktes S des Frismas sobuoidet die Zylinderachse in einem 
Punkte Mf welcber der Mittelpunkt beiclor Ellipsen ist. Der 
AufriB der Sohnittellipse ist dann der Kreis mit îliT''' 
als Mittelpunkt uiul r als Radius. Der Schlagsohatten Eg 
des Eckpunktes E der Flatte fallt auf die rolativ hellsto Br- 
zeugende, Im Aufrisse erscheiut also der eigontliche Sohlag- 
schatten als Streoke vom Umrisse bis Es uiul dann als Kreis- 
bogen bis zur Lichtgrenzo, DieTangonte für deu Schnitt- 
punkt der Schattenlinio mit der Lichtgrenzo ist ein 
Liobtstrahl. Sie ist namlich die Sohnittgerade der Ebene 
der Schattenellipse mit der Beriihrungsebene des Zylinders flir 
die Licbtgrenze. Da aber beide Ebenen zu den Lichtstrablen 
parallel sind, mu B ihre Sohnittgerade ein Liobtstrahl sein, 

ErfahrungsgemâB erscheint der Sohlagschatten, den ein 
Kôrper anf eiuen anderen wirft, dort am dunkolsten, wo aonst 
die grôBte Helligkeit herrsohen würde (§ 8, b). Beira Anlegeii 
ist also zu beaohten, daB der Sohlagschatten, der auf den 
Zylinder fôllt, von der Lichtgrenze gegen die hellsto Er- 
zeugendo hiii dunkler wird, Der Soblagsohattenteil wird also 
beim Aniegeu wie die dunkelste Zouo behandelt und dann, 
je zwei Stufen zusammenfasseud, neuerliob mit Tnschelagon 
versehen, 

3. Ein hohler Halbzylinder, der oben mit einem 
Halbk reise abgesohlossen ist, soll so aufgestellt soin, 
daB man im Aufrisse die Innonsoite sieht (Fig. 97), 


*) îïach P lato auch „Ellipse von schonstev Porm", 

•**) Es ist das überhaupt der Fall, wenn V and V gegon dio Bild- 
acbse glôicb geneigt sind. 
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IL Kugel, Zylindei’, Kegel. 

üm die Isoplioteu zu konstruiereii, ist wîeder cl or Bo- 
loiiclituiigsinaBstab herziistelleii. Daboi ist abor zu be- 
acliten, claB filr die jetzt siohtbare Innenseite jener Teil des 
ZyliDclers beleiicbtet ist, welchei auf der AuBenaeite unbe- 
1 eu oh te t ist, une! jener Teil unbeleuohtet, welcher auf der AuBeu- 
seite beleuchtet ist. Es ist aise der Abstand in 10 uncl 
in 6 gleiche Teile zu teilen. Die Spuren der Isopboten- 
ebenen der Kugel sobuoiden den 
Grundkreis wieder in deuPunkteu, 
dureb welche die Isopboten des 
Zylinders geben. DerSchnittpunkt 
von t' mit dem Halbkreiae orgibt 
die relativ hellste Erzeugeudo. 

Ist der Halbzylinder oben mit 
einem Halbkreise abgesoblossen, 
so wirft der Durebra essor AB 
Scblagsobatten ins Inuere 
dos Zylinders. Dieser Solilag- 
sebatten ist wieder die Sohnitt- 
ellipse des Zylinders mit einer 
Ebeue, welche noter gegon 
Griind- und AufriBebene geneigt 
ist. Ihr AufriB ist derKrais [0'',r]. 
Als eigentlioherSchlagschattea des 
Durebmessers ergibt sioh der 
Viertelkreis wobei.4a 

aiif'der mittleren Erzeugenden und 
Os auf der relativ Kellsteu Br- 
zeugenden liegt. Der Sohlag- 
sohatteu der duroh A gehendeu 
Randerzeugenden fâllt auf die 
mittlere Erzeugeude. Beim', Au- 
legen mit Tusohe ist wieder der 
Streifen, welober die relativ hellste Erzeugeude enth^lt, ,ani 
duükelsten zu lialten. ' , 

Ist die flelligkeitsverteilung für den Grundkreis eines 
Drehzylioders gf'^’ind.-'r.. -o karn nai Iii-..-;- d*.* Ve g 
für den Normal'cli:.! i A' fMi'uM’h'i, * ip . i-cliri- jiîiî - 
bolisohen oder hy*,.!!,' '-c ■ Z . !■ i,!. • -• !.• : -ii ’r n. Zh'li 
inan z. B, für .!■■! 1 • i !••■ Ihu c <■ I d' inii.nll:'' ni* 
Tangenteii iind 1 r. nu î. <■ i'-i/v ■■Im'l’, •.gmi . is 
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der Ellipse, so haben (lie Berübrungspunkte der letztereu 
tien Helligkeitsgrad 4. 

4. Eür eiüen Brebkegel mit vertikaler Aobse, eiuem 
Basiskreise [il/, w]und der SpitzOiS'sei ebeufalls die Diagonal- 
beleuobtuüg auszuführen (Eig. 98). . j 

Die Lichtgreuze des Drebkegels ergibt sien, indem man 
durch die Spitze S den Lichtstrabl legt nnd seiuen Sobintt- 
punktTmifc der Basisebene 
sucht. DieTaugeiiten ans T 
an den Basiskreis sind die 
Spuren der beideu Berilh- 
riiiigsebenen des iCegels, 
welobe zu den Liohtstrablen 
parallel sind. Die Erzeugeo- 
den des Kegels, welobe 
duroh die Berübrungs- 
punkte jeoer Tangenten 
gehen, bilden die Lioht- 
grenze des Kegels. Der 
dem Soblagsohatten T zii- 
gewandte Teil des Kegel- 
lïiantels ist unbeleuohtet. 

"Wenn aber T (wie im vor- 
liegendeo Bejspiele) ein 
uueigentliober Schlag- 
sebatten ist, dann ist der 
ihm zngewandte Teil’ des 
Kegels boleuobtet. 

ÜbuDgsaufgabe: Eaisfc 
der besondore Eall zu be- 
traohteo, in welchem die Br- 
zeugenden des Kegels mit der 
Aobse einen Wiukel /S==^/i 
eiDsohlieÛen. 

Ura dielsopboteu zu 
• konsttuieren , denkt nian 
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[I. Kugel, ZylÎDCÎer, Kogel. 

(lorKugel QachOVvobeii/''^0"=itr'^0°ist. DerSohnittpuuktQ 
des Liclitstrahles mit derEbene des Parailelkreises bleibt uu- 
geSudert; dalier istO®(5'' die Ümiegung P deè Liohtstrables. 
Der Kreis[OV'] îst clano der soheinbaro OmriB dorKugel; er 
muB flurch die Éndpunkte des auf V liegonden Durchmossers 
dos Kroises {M\ m] gebeu. Ziobt mau duroh Jî®, O®, die 
Normalon zu so erhült man auf V die Punkte /, K, duroh 
welobe die Spiiren geheu. Die Spur sohueidet den 

Kreis [M',m] in den lieiden Puukten o, welobe der Licbtgronze 
des Kegels augeboren. Nun teilt man wieder die Strecke 
in 10 uud KN ïu 5 gleiobe Toile. Die durcb diesoTeilpunkte 
gebenden Spuren der Isopbotenebouen schneiden den Kreis 
[il/'j m] in den Punkten, wolcbe mit 8 verbunden die ge- 
wünsohteu Isophoten ergebon, Weil uicbt aile Ôpuren den 
Kreis iu reellon Punkten sobneiden, kommen wieder nioht aile 
Helligkeitsgrade auf dem Kegel ver. Die Schuittpuiikte von V 
mit dem Kreise [M', M] ergebon relativ hellsto Erzeugende, 
Die Breite des BeleiiobtuugsmaBstabes ist 

sin fij 

Pür die frontale Gerade f der Dbene der Licbtgrenze der 
Kugel gebt der AufriB f" senkreoht zu V durcb O" und der 
GrundriB f horizontal durcb O'. Die Frontale /'schueidet die 
Ebene des Parallelkreises in F. Die Normale ans J?"" zu V ist 
auch wieder die Spur , welche den Kreis [M\ m] in den 
Punkten o schneidet, welobe der Licbtgrenze angebdren*). 

Die Abbilduûg (Fig. 98) zeigt einen - versenkten 
Sohraubenkopf, Br ist von oinem Teile des vorhin be- 
tracbteteu Kegel^ und einerKiigolkappe bogrenzt und scbliefit 
sioh naoh unten an den zylindrisohen Scbraubenbolzeo an. Die 
Isopboton der Kugel uud des Zylinders sind naoh dem Früberon 
(§ 22, 6 und § 23, 1) zu ermittelu. Dabei ist wobl zu beachten, 
daB die Isophoten der einzeluen Flîichenteile an der Übergangs- 
iiuie nicbt zusammentreffen (auBer, wenn die Flacbenteile be- 
rithrend ineinander übergeheu). 

In dem vorliegenden Beispiele wirft nocb der Kegel eineu 
Scblagsohatton auf den Zylinder, Jede der Borilbrungs- 

*) I>;?ser Vorgang ist z. B. fUr einen Stnmpf eines sehr hohen ' 
Kegels gunstig. 
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§][93, JParallelbeleachtung [der Zylinder «nd Kogel, 

ebenen des Kegels l^ugs der Liclilgreuzerzeugeodeu sohneidot 
namlioh den Zyliuder ia einer Ellipse. Dieso bat So als lialbe 
grofie Aohse. Die balbe kleine Aohse ist m und erscbeiut im 
Grimdrisse senkreohtzu;5"i)' und im Aufrisse horizontal. Auoh 
der auf cler üinriBerzeugeudeu liegende Punkt der Schnitt- 
ellipSB lâfit sicb leiobfc ermitteln, indem mau deo AufriB dos im 
Gruodrisse horizontal erscbeineudou Halbmessers der Ellipse 
bestimmt. Der eigeiUliche Scblagsohatton wird dnroh den 
voin Puukto O des Kreises [M, m] bis zur Licbtgronze dos 
ZylindoTS reicbenden Ellipsenbogeu begreuzt. Die Tangente 
für den Scbnittpunkt der Sohattonlinie mit der Licbtgronze ist 
wieder ein Licbtstrabl. 



